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第 十 二 届 国 际 数 学 教育 大 会 (ICME 12) 于 2012 年 7 月 8 日 在 韩国 首尔 召开 , 并 


在 开幕 式 上 颁 出 了 国际 数学 教育 委员 会 (ICMI) 第 四 、 五 届 的 克 荣 因 奖 和 上 珊 荣 登 塔 尔 奖 ， 至 此 ， 
共有 10 位 杰出 数学 教育 家 获 此 殊荣 , 他 们 是 : Guy Brousscau (法 国 ,， 2003 年 克 茱 因 奖 ); Calia 
Hovlcs( 英 国 , 2003 年 此 菜 斜 塔 尔 奖 ); Ubiratan D'Ambrosio( 巴 西 ， 2005 年 克 菜 因 奖 ) Paul Cobb 
( 关 国 . 2005 年 弗 菜 登 塔 尔 奖 ); Jeremy Kilpatrick (美国 , 2007 年 克 菜 因 奖 ) Anna Sfard (以 色 列 ， 
2007 年 汕 菜 登 塔 尔 奖 ); Gilah Leder (澳大利亚 , 2009 年 克 菜 因 奖 ); Yves Chevallard (法 国 , 2009 年 
弗 菜 登 塔 尔 奖 ); Alan Schocnfeld (美国 , 2011 年 克 菜 因 奖 ); Luis Radford (加 拿 大 , 2011 年 溃 菜 登 
塔 尔 奖 )， 本 刊 在 2008 年 第 10 期 介绍 过 2007 年 的 两 位 获奖 者 , 本 文 译 自 评奖 委员 会 对 2011 年 两 位 


得 奖 者 的 介绍 . 
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2011 年 菲 利 殉 斯 : 吕 业 畴 (Felix Klcin) 次 
授 子 美国 加 州 大 党 伯 死 利 分 校 的 阿兰 : 铭 菲 尔 
德 (Alan Schoenfeld) 教授 , 以 表 彩 他 30 多 年 在 
数学 教育 人 研究 和 发 展 的 个 懈 努 力 和 杰 山 的 终 映 
成 束 . Alan Schocnfcld 在 他 陪 炎 年 注 的 星期 号 
对 数学 教育 产生 了 了 浓 虎 的 兴趣 , 并 很 快 成 为 数 
学 问题 解决 、 数 学 思考 、 数 学 的 教 与 学 领域 的 
先 旨 和 领导 省 , 他 的 学 术 背 作 最 本 出 他 对 了 解 
数学 学 习 的 本 质 和 发 展 以 及 个 同学 段 的 数学 救 
学 入 执 天 的 追求 和 个 几 的 届 献 . 1970 年 代 后 
其 他 开始 六 于 赋 究 数学 问题 解决 ， 公 1980 年 代 
让 芒 季 六 将 研究 活埋 扩大 人 色 数 学 教学 和 教师 能 
力 方 和 看. 他 的 工作 开创 了 这 些 领 域 的 研究 得 理 
论 发 展 . 放 对 这 些 领 域 的 后 续 全 究 丰 着 深远 影 
吓 ， Alan Schocnfald 岂 在 主 价 、 数 学 课程 、 数 


学 教育 的 多 元 性 、 饰 究 方 法 论 和 教师 教育 竺 领 
域 , 把 理论 与 实践 联系 起 米 , 做 了 证 多 起 健 悍 
论 与 应 用 的 工作 , 他 的 上 工作 受到 图 际 路 学 科学 
者 的 认可 , 他 在 数学 教育 、 数 学、 教育 研究 以 
及 教育 心理 学 方面 有 超过 200 逢 站 引 放 的 出 由 
物 . 他 的 获奖 有 很 站 的 含 金 昌 ,表达 了 来 月 数 
漂 、 和 科学、 教学 和 教育 答 理 部 门 多 年 米 大 家 对 
他 人 研究 上 作 的 赞 江 与 认可 . 

Alan Schoenfeld 移 另 :时 要 成 号 是 他 第 
出 了 大批 在 数学 教育 钱 究 领域 内 很 有 影响 
的 国内 外 研究 生 和 和 征 轻 学 帮 , 他 为 国内 外 的 教 
育 、 数 学 各 数学 教育 提供 了 二 品 南 闵 优秀 的 人 研 
究 成 果 . 他 酒 跃 于 国内 外 的 专业 研究 协会 , 参 
与 联合 研究 项 日 , 受 邀 在 企 感 各 地 的 众多 会 议 
二 人 作 人 大 会 报 秒 - 

Alan Schoenfeld 起初 是 一 个 傅 究 数学 的 
学 省 ,1968 年, 他 获得 纽约 时 后 学 院 数 学 学 上; 
党 位 后 ，1969 件 在 斯 志 福 大 学 获得 数学 的 侦 上: 
学 位 、 然后, 他 在 斯 玫 福 大 学 继续 攻读 数学 博 
学位，1973 年 ， 获得 畏 二 学位， 毕业 后 他 先 
后 在 加 州 大 学 戴 维 斯 分 校 和 人 更 利 分 校 提 人寿 
让 师 . 在 从 到 利 分 校 期 间 , 他 对 数学 教育 人 研究 
产生 了 兴趣 从 此 开始 了 他 数学 教育 器 于 汪 浊 . 
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1978 一 1984 年 , 他 先后 在 哈密 尔 顿 学 院 和 罗 切 
斯 特大 学 工作 , 并 于 1985 年 受 邀 重 返 加 州 大 学 
伯克利 分 校 组 建 数 学 教育 研究 小 组 , 两 年 后 被 
聘 为 教授 . 现在 他 是 数学 系 教育 方向 的 名 誉 主 
席 和 教授 . 自 1994 年 , Alan Schoenfeld 也 担任 
英国 诺丁汉 大 学 的 特聘 教授 . 

Alan Schoenfeld 杰出 的 工作 和 献身 工作 
的 精神 使 他 成 为 教育 、 数 学 和 数学 教育 界 一 
些 知名 专业 协会 的 领导 . 1994 年 , 他 当选 为 
全 美 教 育 学 会 院士 , 1995 年 当选 为 其 执行 委 
员 会 成 员 ，2001 年 当选 为 副 主 席 . 从 1997 年 
至 2000 年 , 他 就 任 美 国教 育 研 究 协会 (AERA) 
主席 . 另外 , 他 也 对 促进 数学 教师 专业 发 展 作 
出 了 重要 页 献 , 比如 他 负 资 起 草 了 企 美 数 学 教 
师 委 员 会 (NCTM) 于 2000 年 颁布 的 《学 校 数 
学 的 原则 和 标准》 商 中 标准 部 分 . 

当然 ,要 列 出 Alan Schoenfeld 的 很 多 著 
作 是 不 可 能 的 , 这 里 仪 指出 一 些 如 1985 年 
引用 率 很 商 常 有 创见 的 《数学 问题 求解 
(Mathematical Problem Solving)》; 1992 年 

《数学 教 与 学 研究 手册 》 中 关于 认 知 与 元 认 

知 的 一 章 “ 学 会 数学 地 思考 一 -数学 的 问题 解 
决 、 元 认 知 和 感知 (Learning to think math- 
ematically: Problem solving, metacognition, 
and sense-making in mathematics)”; 1993 年 
与 Smith 和 Arcavi 共 同 撰写 的 对 某 个 复杂 的 数 
学 想法 的 发 展 和 学 习 所 作 的 严谨 的 研究 《学 
习 (Learning)》; 1998 年 在 《教育 问题 》 上 发 
表 的 细致 而 翔实 的 关于 教师 决策 的 研究 “ 通 向 
情境 教学 的 理论 (Toward a theory of teaching- 
in-context* 以 及 他 2010 年 的 一 本 书 , 名 为 “我 
们 如 何 思考 (How We Think)”. Alan Schoen- 
feld 的 那些 有 创见 的 理论 贡献 无 疑 都 是 建立 在 
他 一 系列 精心 设计 的 实验 和 深刻 分 析 数 据 基 础 
之 上 的 ， 

总 之 ,Alan Schoenfeld 赢得 2011 年 Felix 
Klein 奖 当之无愧 . 
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2011 年 汉 斯 .: 弗 莱 登载 尔 (Hans Freuden- 
thal) 奖 授予 加 拿 大 Laurentienne 大 学 教育 科 
学 学 院 的 Luis Radford 教授 , 以 表亲 他 20 年 来 
在 其 开创 和 发 展 出 米 的 研究 领域 所 作 的 绩 密 的 
理论 探索 和 持续 不 懈 的 努力 , 该 研究 成 果 已 经 
对 学 术 界 产生 了 重大 影响 . 他 提出 的 “符号 - 文 
化 学 习 理 论 ? 源 于 他 对 数学 史 的 兴趣 , 运用 了 
认识 论 、 符 号 学 、 人 类 学 、 心 理学 和 哲学 理 
论 , 也 基于 他 对 诬 党 中 学 千 如 何 学 习 代 数 的 细 
致 观察 . 他 的 研究 已 经 获得 了 数 个 奖项 , 在 许 
多 著名 的 科学 期 刊 、 专 业 书 籍 和 研究 手册 中 可 
以 找到 , 他 本 人 也 多 次 获 邀 在 国际 会 议 上 做 大 
会 报告 ， Luis Radford 的 研究 项 目 在 代数 的 教 
与 学 领域 影响 尤其 重大 , 他 的 理论 和 实践 工作 
为 这 一 领域 提供 了 一 种 重要 的 新 视野 , 也 为 更 
广泛 的 数学 教育 本 究 界 页 献 了 一 种 全 新 的 可 羡 
遍 运 用 的 学 习 理 论 . 

Luis Radford 工作 的 影响 还 体现 在 他 给 意 
大 利 、 西 班 和 让 、 丹 麦 、 哥 伦比 亚 、 墨 西 证 以 
及 巴西 研究 生 开 展 的 许多 辅导 活动 中 , 同时 ， 
他 有 一 些 以 其 研究 影响 为 主题 的 研讨 会 , 这 些 
研讨 会 影响 着 教师 、 教 师 教 育 工 作者 、 课 程 
开发 人 员 , 以 及 地 区 和 国家 的 教育 部 代表 . 他 
的 学 术 成 就 也 为 他 梧 得 了 国际 声誉 , 他 受 邀 参 
与 了 2008 年 在 罗马 召开 的 国际 数学 教育 委员 
会 ICMI) 一 百 周年 纪念 大 会 “国际 数学 教育 委 
员 会 一 百年 (1908-2008): 数学 教育 的 回顾 与 
塑造 ?的 程序 策划 . 另外 , 他 曾 担 任 过 《数学 学 
习 (For the Learning of Mathematics)》 欢 志 
的 副 主 编 , 现 为 《数学 教育 研究 (Educational 
Studies in Mathematics)》 杂 志 的 副 主编 . 

1977 年 Luis Radford 在 危地马拉 蔡 卡 洛 
斯 大 学 获得 土木 工程 学 士 学 位 ，1978 至 1980 
年 留 校 在 工程 学 院 数 学 系 任教 , 而 后 赴 法 
国 Louis Pasteur I 大 学 学 习 , 并 十 1981 一 1983 
年 先后 获得 该 校 “ 数 学 及 基础 应 用 ”和 “数学 教 
学 高 级 研究 " 文 任 ,1985 年 获得 数学 教学 博 十 
学 位 . 之 后 他 重 返 危地马拉 并 成 为 对 卡 洛斯 大 
学 人 文学 院 的 副教授 . 1992 年 他 移居 加 拿 大 并 
成 为 Laurentienne 大 学 教育 学 院 的 教授 . 

Luis Radford 的 研究 计划 和 理论 构思 始 
于 20 世 纪 90 年 代 初 , 那 时 他 在 规划 - :个 从 社 
会 文化 组 度 考 绕 用 历史 认识 论 研 究 学 习 的 作 
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在 商 一 的 函数 教学 结 东 后 , 针对 学 生 学 习 
情况 记 作 的 调研 中 , 笔者 发 现 有 如 下 问题 : 

问题 1 将 函数 wy = zx? 一 47x 一 5 的 图 像 向 
右 平 移 2 个 单位 , 再 作出 平移 后 图 像 关 于 直线 
Z 二 一 1 的 对 称 图 形 , 求 出 所 得 到 图 像 对 应 的 函 
数 解析 式 . . 

尽管 已 经 学 习 了 函数 图 像 变 换 的 一 般 结 
论 , 但 部 分 学 生 仍 使 用 了 类 似 于 方法 I 的 解答 : 

方法 1: 消 数 y = zx? 一 4x 一 5 图 像 的 顶点 
为 (2, 一 9), 过 点 (0, 一 5). 向 右 平移 2 个 单位 后 ， 
图 像 的 顶点 为 (4, 一 9), 过 点 (2, 一 5). 这 两 个 点 
关于 直线 x = 一 1 的 对 称 点 分 别 为 (-6, -9) 和 
(一 4, 一 5), 由 此 得 到 所 求 函数 的 解析 式 为 y = 
2Z2 + 122 + 27. 

在 51 名 学 生 中 , 有 16 人 使 用 了 上 述 的 方 
法 (其 中 两 人 计算 错误 ), 其 余 则 试图 使 用 函数 
图 像 变换 的 一 般 性 结论 ， 

方法 卫 : 函数 y = x? 一 4x 一 5 的 图 像 向 右 
平移 2 个 单位 , 得 y = (2 一 2)* 一 4(z 一 2) 一 5, 
即 x2 一 87z 十 7. 它 的 图 像 关于 直线 x = 一 1 的 对 
称 图 形 函 数 为 y = (-2 一 Xx)? 一 8(-2 一 Zz) 十 7”, 
即 y = £2 十 12z + 27. 

尝试 此 方法 的 35 名 学 生 中 , 有 21 人 给 出 
了 正确 的 解答 (有 6 人 使 用 前 一 种 方法 处 理 对 
称 变换 ), 3 人 出 现 了 计算 错误 , 1 人 颠倒 了 两 次 
变换 的 顺序 , 5 人 在 处 理 向 右 平移 2 个 单位 时 
将 函数 y = f(z) 变 为 y = f(z 十 2), 7 人 无 法 
正确 处 理 对 称 的 情况 (有 2 人 在 处 理 平移 和 对 
称 的 情况 时 都 出 现 了 错误 ). 

由 此 例 即 可 看 出 学 生 在 解决 函数 图 像 变 
换 问题 时 所 听 到 的 困难 . 本 文 以 过 程 性 概念 的 
理论 为 出 发 点 , 对 造成 此 困难 的 原因 进行 探究 ， 
并 试图 给 出 对 更 多 学 生 而 言 有 效 的 教学 策略 . 

“过 程 性 概念 (Procept)” 理 论 由 Eddie 
Gray 和 Davidq Tall 共同 提出 , 该 理论 认为 , 很 


江苏 省 常熟 市 教师 进修 学 校 沈 易 


多 代数 中 的 概念 具有 双重 性 : 既 可 以 被 看 作 
某 一 个 过 程 , 也 可 以 在 一 个 更 高 层次 的 过 程 中 
作为 一 个 整体 被 操作 . 过 程 性 概念 包括 三 个 成 
分 : 一 个 产生 数学 对 象 的 过 程 , 由 此 过 程 所 产 
生 的 数学 对 象 , 以 及 可 以 同时 表示 这 两 者 的 符 
号 . 若 以 鸭 数 概念 为 例 , 符号 y = f(x), x € 4， 
y € B 既 代表 了 给 定 自 变 最 求 出 对 应 函数 值 的 
计算 过 程 , 也 可 以 被 看 作 一 个 整体 , 参与 到 更 
高 层次 的 过 程 如 复合 、 求 导 中 . 

如 图 1 所 示 , 学 习 者 对 于 代数 中 概念 的 
理解 一 般 是 从 具体 程序 (Procedure) 阶 段 开 
始 ; 当 他 们 能 够 认识 到 不 同 程序 的 共性 ， 并 
利用 这 些 共性 增加 解 题 的 灵活 性 , 就 达到 了 过 
程 (Process) 阶段 ; 若 学 习 者 能 在 此 基础 上 更 进 
一 步 , 可 以 将 此 过 程 看 作 被 更 高 层次 程序 所 操 
作 的 对 象 , 并 能 根据 需要 , 自如 地 在 过 程 与 对 
象 两 者 之 间 转 换 , 则 其 已 初步 达成 了 对 此 过 程 
性 概念 的 理解 . 


准确 解决 
常规 问题 










灵活 、 有 效 
地 解决 问题 








对 概念 理 
解 的 完善 


图 1 


以 函数 为 例 , 大 部 分 学 生 尚 未 达到 过 程 性 
概念 阶段 , 他 们 能 较为 自如 地 推导 单个 消 数 
的 各 项 性 质 , 但 只 能 遵循 固定 的 步骤 来 处 理 
包含 多 个 函数 的 问题 . 在 处 理 函 数 图 像 变 换 的 
问题 中 , 处 于 具体 程序 阶段 的 学 生 只 能 按照 固 
定 的 方向 , 参照 记忆 中 的 结论 解决 常规 问题 . 
对 于 “已 知 原来 的 函数 和 变换 , 求 变换 后 的 函 
数 " 与 “已 知 变 换 和 变换 后 的 函数 , 求 原 来 的 酌 
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数 ”, 学 生 把 它们 看 作 不 同类 型 的 问题 . 当 学 生 
达到 过 程 阶段 时 , 他 们 能 够 理解 不 同 的 变换 程 
序 的 实质 , 如 “将 函数 图 像 向 右 平移 2 个 单位 ， 
人 簿 作出 关于 直线 x = 一 1 的 对 称 图 形 * 和 "作出 
沼 数 图 像 关 于 直线 x = -2 的 对 称 图 形 ” 具 有 
相同 的 作用 ,同时 , 对 于 诸如 求 变 换 前 后 的 函 
数 也 能 将 其 作为 一 类 问题 进行 处 理 . 这 种 认识 
不 仅 可 以 建立 在 观察 函数 图 像 的 基础 上 , 也 可 
以 利用 特定 的 工具 帮助 学 生 从 对 应 法 则 的 角度 
认识 到 这 一 点 , 这 将 在 稍 后 进行 讨论 . 

过 程 性 概念 的 理论 认为 , 符号 具备 表示 过 
程 和 对 象 的 双重 功能 , 这 一 特性 在 确保 解 题 过 
程 中 思维 灵活 性 的 间 时 , 也 为 初学 者 带 来 较 大 
的 障碍 . 若 初 学 者 对 某 个 概念 的 理解 仅 停 留 在 
过 程 阶 段 , 则 在 解 帧 中 可 能 面临 短 要 协调 多 个 
过 程 的 容 境 . 如 图 2, 在 处 理 函 数 图 像 变 换 问 题 
时 , 者 学生 只 能 将 函数 看 作 一 个 由 zz 求 出 y 的 
计算 步骤 , 则 其 每 次 变换 涉及 : 已 知 函 数 、 待 
求 函数 和 函数 图 像 的 变换 , 在 此 情况 下 , 学 生 
首先 要 接受 一 个 过 程 一 -图 像 变 换 , 且 输 入 量 
和 输出 量 都 是 过 程 ( 函 数 ) 这 一 陌生 的 事实 , 而 
非 熟 悉 的 数量 . 其 次 , 需要 协调 这 三 个 过 程 的 
地 位 和 相互 作用 , 这 对 学 生 有 限 的 工作 记忆 提 
出 了 较 高 的 要 求 , 车 问题 中 出 现 横 、 纵 坐标 都 
有 变化 的 情况 , 则 问题 会 变 得 更 加 复杂 . 如 果 
从 对 应 法 则 的 角度 , 将 国 数 看 作 一 个 可 以 被 操 


作 的 浆 体 , 则 此 类 问题 就 是 点 的 对 应 关系 的 自 


然 扩 展 : 由 点 的 对 应 关系 , 将 一 个 对 象 转化 为 
为 一 个 对 象 , 整个 解答 可 得 到 简化 ,如 图 3 所 
示 . 更 进一步 , 若 学 生 对 函数 的 认识 能 够 达到 
过 程 性 概念 的 阶段 , 他 们 就 会 发 现 , 图 像 的 变 


换 本 身 就 可 以 看 作 一 个 函数 , 它 与 熟知 的 以 数 


为 输入 、 输 出 量 的 函数 在 本 质 上 是 相同 的 , 且 
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图 3 
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可 以 进行 类 似 的 运算 , 如 复合 、 求 道 等 . 

除了 难以 将 函数 看 作 一 个 可 以 被 整体 处 
理 的 对 应 法 则 外 , 还 有 其 他 因素 增加 了 学 生 在 
解决 此 类 问题 时 的 困难 ， 

其 一 为 学 生 对 函数 各 种 表征 的 认识 层次 
不 同 , 和 由 此 造成 的 表征 间 转 化 的 障碍 . 根 
据 David Tall 的 研究 , 学 生 在 函数 的 图 像 表 征 
方面 的 认 知 层次 低 于 符号 表征 . 受 平面 几何 学 
习 中 的 经 验 影 响 , 学 生 更 多 地 将 因数 的 图 像 当 
作 一 个 整体 , 而 忽略 了 其 本 质 上 表达 一 种 对 应 
关系 . 因此 , 在 处 理 问题 1 时, 部 分 学 生 选 择 一 
些 特殊 位 置 作为 问题 的 入 手 点 . 在 访谈 中 , 这 
些 学 后 承认 , 使 用 特殊 点 是 一 种 “觉得 比较 安 
全 "的 方法 . 但 此 方法 局 限于 解决 与 熟识 图 像 
有 关 的 问题 . 如 前 面 所 述 的 16 名 学 生 , 在 将 问 
题 1 中 的 范 数 变 为 了 = z3 十 十 1 时 , 有 7 人 使 
用 他 们 认为 “不 太 可 乞 " 的 函数 图 像 变 换 的 一 般 
结论 得 出 了 正确 结果 , 3 人 得 出 错误 结果 , 剩余 
的 6 人 中 有 4 人 在 将 此 函数 写成 分 段 梢 数 后 无 
法 继续 , 2 人 则 试图 描绘 函数 图 像 , 并 通过 取 特 
殊 点 后 使 用 待定 系数 法 求 未 知 隙 数 的 表达 式 ， 
但 均 未 获 成 功 . 成 功 地 解决 淆 数 图 像 变换 问题 ， 
要 求学 生 对 函数 的 两 种 表征 方式 (符号 的 和 图 
像 的 ) 有 较 深 刻 的 认识 , 并 能 部 练 地 将 一 种 表 
征 方式 给 出 的 条 件 或 结论 转化 为 另 一 种 表征 方 
式 . 如 在 问题 1 之 后 的 男 一 次 测试 中 , 出 现 的 
问题 2. 

问题 2 已 知 y = z2 -8z 十 7, 当 P(z,y) 
为 y = f(x) 图像 上 一 点 时 , @ (2 一 Zz,y) 为 消 


” 数 y = g(x) 图 像 上 一 点 , 求 函 数 y = g (x) 的 


解析 式 . 

面 对 这 一 问题 , 51 名 学 生 中 仅 有 6 人 给 出 
正确 的 结果 . 注意 到 此 问题 实际 上 是 问题 1 的 
后 半 部 分 , 学 生 荡 然 的 原因 在 于 “这 道 题 好 像 
没有 讲 过 ”. 由 此 可 以 看 出 , 大 部 分 学 牛 沿 不具 
备 在 不 同 表 征 间 自如 转化 的 能 力 , 他 们 解决 函 
数 图 像 变 换 问题 时 , 主要 依靠 的 是 对 常见 问题 
的 模仿 . 

其 二 , 学 生 在 处 理 函 数 图 像 变 换 问 题 时 受 
到 自身 概念 意象 的 影响 .“ 概 念 意象 (Concept 
Image)” 由 David Tall 和 Shlomo Vinner 提 出 ， 
指 在 头脑 中 与 某 个 概念 有 关 的 所 有 形象 、 性 
质 和 过 程 所 组 成 的 认 知 结构 .我们 可 以 推测 ， 
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在 解决 函数 图 像 沿 z 轴 正方 向 平移 2 个 单位 的 
过 程 中 , 以 下 部 分 的 概念 意象 被 激发 : 在 y = 
f(z) 的 表达 式 中 , zx 代表 相应 点 的 横 坐 标 ; 同 
时 ， 当 某 个 图 像 治 z 轴 正方 向 平移 2 个 单位 时 ， 
图 像 上 所 有 点 的 模 伦 标 +2; 既然 如 此 , y = 
f(z) 的 图 像 经 过 平移 , 难道 不 是 y = jz+2) 
的 网 像 邮 ? 正 由 于 此 , 学 生 往往 机 械 地 记忆 : 
当 隐 数 图 像 沿 着 z 四 方向 平移 和 伸缩 变换 时 ， 
这 些 变换 在 解析 式 中 引起 的 变化 , 是 “ 反 过 来 
的 "， 这 就 是 学 生 在 处 理 没 着 zz 轴 方 向 的 变换 
过 程 中 遵 遇 较 大 困难 的 原因 . 值得 一 提 的 是 ， 
根据 目前 各 省 、 市 的 高 考 要 求 , 反 纲 数 的 概念 
或 减弱 或 删 去 , 因此 , 在 教学 中 缺乏 足够 的 机 
会 问 学 生 说 明 函 数 图 像 沿 着 两 条 举 标 轴 方 向 的 
变换 , 其 本 质 上 具有 相同 的 规律 . 

当 学 生 面 对 困境 时 , 他 们 往往 有 两 种 应 对 
方式 . 首先 , 寻找 某 种 自 认 为 有 效 的 奉 代 性 方 
法 . 如 部 分 学 生 在 解决 问题 1 时 , 利用 问题 中 
的 函数 为 熟悉 的 二 次 函数 这 一 条 件 , 通过 在 
抛物 线 上 到 特 殊 点 的 方式 求 得 最 终结 果 . 但 
如 前 文 所 述 , 这 一 策略 的 局 限 性 显而易见 . 而 
且 , 即使 在 部 分 问题 中 此 种 方法 有 效 , 只 满足 
于 寻求 特殊 方法 的 运用 , 将 使 学 生 丧 失 一 般 
性 解法 的 训练 机 会 . 其次, 当 学 生发 现 自己 无 
法 理解 某 个 概念 和 相关 的 推导 过 程 时 ,他 们 
的 要 求 往往 是 “告诉 我 怎么 做 *! 而 由 于 紧张 
的 教学 进度 和 不 断 进 行 的 各 类 考试 , 教师 也 更 
乐于 直接 告诉 学 生 如 何 做 , 而 不 是 花费 时 间 让 
学 生理 解 这 么 做 的 深层 次 原因 . 以 月 前 高 中 数 
学 教学 的 目标 , 工具 性 的 理解 无 可 厚 非 , 但 由 
此 造成 的 后 果 是 学 生 的 解答 过 程 只 能 按照 某 
种 固定 的 模式 开展 , 而 缺乏 对 整个 解答 过 程 的 
把 握 能 力 ， 如 在 洛 着 z 轨 的 平移 变换 中 有 如 
下 结论 : 当 a > 0 时 , y = f (z+a) 的 图 像 是 
将 y = f (x) 的 图 像 向 左 平 移 a 个 单位 所 得 到 . 
以 问题 3.1 为 例 . 

问题 3.1 函数 y = 一 之 的 图 像 经 过 怎样 

始终 有 不 少 的 学 生 仅 仅 注 意 到 原来 出 
现 z 的 位 置 出 现 了 zi 十 1， 因而 给 出 解答 : 同 
大 平移 1 个 单位 .而 另 一 类 错误 则 与 变换 的 先 
后 顺序 有 关 , 如 问题 3.2. 
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问题 3.2 函数 y = lnz 的 图 像 经 过 怎样 
的 变换 , 得 到 函数 y = inlz 十 1 的 图 像 ? 

部 分 学 生 的 解答 中 常 将 对 称 与 平移 的 次 
序 类 倒 . 由 于 这 两 类 错误 的 常见 性 , 相应 的 问 
题 经 常 得 到 训练 和 评 讲 . 但 实际 的 情况 是 : 虽 
然 此 类 错误 的 发 生 频率 经 过 密集 训练 会 有 明显 
减少 , 但 时 隔 不 久 即 会 产生 较 大 的 反弹 . 机 比 
问题 1, 问题 3.1 和 3.2 在 计算 上 显得 比较 简单 ， 
但 在 各 次 测试 中 , 类 似 问题 的 错误 率 都 尚 于 问 
题 1. 这 说 明 , 当 问 题 不 再 呈现 “已 知 国 数 和 变 
换 , 求 变换 后 的 函数 "这 一 常见 模式 时 , 对 学 生 
1 言 , 逆转 常见 的 固定 思路 给 出 解答 , 将 带 来 
额外 的 困难 . 这 是 学 生 缺 乏 对 于 问题 的 整体 把 
握 的 表现 , 根据 前 文中 过 程 性 概念 理论 的 分 析 ， 
这 些 学 生 尚 处 于 具体 程序 阶段 . 

由 以 上 分 析 可 以 看 到 , 若 学 生 对 于 函数 图 
像 变 换 的 理解 停留 在 工具 性 层面 , 则 针对 解 题 
过 程 的 整体 掌控 和 解 题 的 灵活 性 等 方面 均 有 较 
大 的 缺失 . 此 外 , 根据 过 程 性 概念 理论 , 为 了 克 
服 学 生 在 函数 图 像 变 换 时 的 困难 , 不 可 避免 地 
要 求 他 们 人 至 少 能 初步 地 将 函数 看 作 一 种 对 应 
关系 , 而 非 一 个 计算 过 程 。 因 此, 即使 在 有 限 
的 教学 时 间 内 , 关于 函数 图 像 变 换 的 教学 只 能 
以 “观察 少量 简单 情况 一 快速 归纳 一 得 出 一 般 
结论 ”的 形式 开始 , 但 在 随后 的 教学 中 应 尽 可 
能 促使 学 生理 解 这 些 规律 的 内 涵 , 这 是 可 以 做 
到 的 . 因此 , 下 面 的 探求 是 有 意义 的 ; 在 教学 中 
寻找 一 种 辅助 学 生 解 题 的 工具 , 使 其 能 够 表示 
问题 中 出 现 的 各 种 对 应 关系 , 同时 能 够 结合 学 
生 的 概念 意象 使 之 发 挥 正 确 的 作用 , 还 必须 使 
于 使 用 , 以 尽 可 能 减少 学 生 使 用 自 创 的 不 规范 
方法 . 

基于 以 上 探究 和 教学 实践 , 笔者 感到 借助 
高 等 代数 中 用 于 表示 对 应 关系 的 交换 图 , 是 一 
种 有 效 的 方法 . 以 图 4 来 表示 函数 贺 像 变换 的 
解 题 思 路 : 在 三 个 对 应 关系 中 已 知 其 二 , 求 出 
剩余 的 对 应 关系 . 图 5 则 为 将 函数 y = f(z) 的 
图 像 向 右 平移 a 个 单位 的 交换 图 . 通过 简单 介 
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图 5 


绍 , 这 样 的 表示 方法 容易 被 学 生理 解 和 接受 . 
使 用 交换 图 后 , 辆 数 图 像 的 各 种 变换 所 对 

应 的 解析 式 的 改变 , 都 可 以 从 点 的 位 置 变换 出 

发 快速 推导 获得 , 这 将 为 学 生 的 概念 意象 正确 


发 控 作 用 提供 一 个 平台 , 也 可 以 在 一 定 程度 上 


避免 对 于 同 定 结 论 的 死记 硬 背 和 生 搬 硬 套 .其 
次 , 这 也 为 函数 两 种 表征 方式 的 衔接 提供 了 更 
好 的 机 会 . 再 者 , 交换 图 的 使 用 也 有 助 于 学 生 
对 整体 解答 过 程 的 把 握 , 以 问题 1 中 的 变换 为 
例 , 其 条 件 如 图 6(1) 所 示 , 若 通过 消 元 可 得 交 
换 图 6(2), 这 提供 了 一 种 不 经 过 中 间 状 态 , 直 
接 求 出 两 次 变换 后 结果 的 解 题 途径 . 更 重要 的 
是 , 这 将 促使 学 生 认识 到 两 种 表述 方式 不 同 的 
变换 实际 的 等 价 性 ， 根 据 过 程 性 概念 的 理论 ， 
这 有 助 于 学 生 从 具体 程序 阶段 到 过 程 阶段 的 转 
变 . 
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交换 图 的 作用 笔者 已 经 在 教学 实践 中 得 
到 了 一 定 的 验证 : 在 高 二 下 学 期 数学 新 课 末 
《矩阵 与 变换 》 有 关内 容 的 教学 中 , 笔者 首次 


尝试 用 交换 图 来 分 析 问 题 中 已 知 曲线 、 变 换 关 


系 和 未 知 幅 线 之 间 的 联系 , 并 要 求学 生 在 作业 
解答 过 程 中 必须 画 出 相应 的 交换 图 , 在 随后 开 
始 的 高 考 第 一 轮 复习 中 , 学 生 对 于 有 关 济 数 图 
像 变换 问题 解答 的 正确 案 时 现 出 显著 的 提高 ， 
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且 错误 率 反 弹 现 象 基 本 消失 . 这 固然 源 于 两 者 
具有 相同 的 本 质 : 对 应 关系 的 变换 , 但 从 另 一 
个 角度 看 , 也 证 明了 大 部 分 学 生 能 够 意识 到 这 
两 者 之 间 存 在 的 共性 . 笔者 在 下 一 届 高 中 数 
学 教学 中 , 尝试 在 高 一 函数 教学 中 就 使 用 交换 
图 来 处 理 沟 数 图 像 变换 问题 , 在 之 后 的 测试 中 ， 
同样 面 对 问 题 1, 爹 班 48 名 学 生 中 有 7 人 使 用 
方法 1 求解, 其 余 41 名 学 生 中 有 30 人 使 用 方 
法 工 , 并 得 出 了 正确 结果 . 对 于 问题 2、3, 学 生 
在 初次 接触 类 似 问题 时 的 表现 , 相 比 上 一 届 学 
生来 有 明显 差异 , 但 随后 正确 率 呈 现 出 稳步 上 
升 的 态势 , 与 上 一 届 学 生 有 明显 差异 . 

笔者 体会 到 在 高 中 函数 教学 中 借助 交换 
图 是 可 行 的 , 通过 这 样 的 表示 , 学 生 可 以 理解 
函数 图 像 变 换 的 实质 , 继而 通过 练习 掌握 函数 
图 像 变 换 问 题 的 基本 解 题 思 路 ; 这 也 为 他 们 理 
解 函 数 是 -- 种 对 应 法 则 , 并 将 其 看 作 能 被 整体 
处 理 的 对 象 提供 了 更 大 的 可 能 性 . 
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数学 概念 与 生活 概念 异同 性 分 析 及 教学 探索 * 
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众所周知 , 数学 源 自生 活 , 很 多 数学 都 与 
生活 有 着 千 丝 万 缕 的 关系 , 但 一 经 抽象 自 成 
体系 后 ， 就 可 能 和 生活 含义 出 现 差异 . 例如 : 
“上 底 ”、“ 下 底 " 是 人 们 依据 生活 中 视觉 信息 
加 工 习 惯 采 用 的 文字 表述 , 但 在 数学 中 , 为 了 
不 产生 逻辑 混乱 , 必须 摆脱 感性 , 进行 “理性 定 
义 ”, 绪 果 出 现 了 信息 加 工 “ 了 矛盾 "的 现象 . 《 青 
年 报 》 以 《*1 倍 租金 "怎么 理解 房东 房客 打 
起 “数学 官司 "》 为 题 趾 , 对 “应 付 1 倍 的 租金 ” 演 
绎 了 数学 与 生活 不 同 加 工 的 典型 官司 同样， 
我 们 通常 认为 球 是 圆 的 , 但 在 一 些 数学 教师 眼 
里 , 这 个 结论 却 是 错 的 . 近 几 年 一 些 初 涉 讲台 
的 数学 教师 经 常 与 我 们 探讨 数学 概念 的 教学 问 
题 , 其 中 很 大 一 部 分 都 是 由 于 混淆 了 生活 概念 
与 数学 概念 之 间 的 关系 . 

1. 数学 概念 与 生活 概念 的 异同 性 

1.1“ 源 自 ” 生 活 的 一 些 数 学 概念 探析 

数学 离 不 开 生活 , 把 数学 建立 在 学 生 已 有 
的 认 知 结构 上 , 有 助 于 学 生理 解数 学 , 但 处 理 
不 当 , 会 给 一 些 学 生 的 数学 学 习 造 成 困扰 . 

1.1.1 生活 语义 “更 改 之 后 ”的 数学 概念 

有 些 数学 概念 源 自 生活 , 但 经 数学 上 重新 
定义 后 , 其 意义 存在 差异 甚至 截然 不 同 . 

例如 , 在 生活 中 , “上 ”、“ 下 ”是 人 们 根据 
物体 在 人 们 处 于 现实 空间 的 “上 方 ” 及 “下 方 ”而 
定义 的 , 然而 , 数学 中 梯形 的 上 底 及 下 底 , 台 
体 ( 圆 台 、 棱 台 ) 的 上 底 及 下 底 不 是 根据 物体 
摆 放 的 位 置 而 确定 的 , 而 是 指 度量 值 相 对 小 的 
为 “上 底 ”, 另 一 则 称 为 “下 底 ”. 学 生 在 刚 开 始 
学 习 的 时 候 , 受 老师 的 指点 , 可 能 概念 清楚 , 但 
过 一 段 时 间 后 , 由 于 接触 这 些 数学 概念 的 机 会 
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少 了 , 学 生 又 会 被 生活 概念 “同化 "， 导 致 数学 

又 如 : “合并 同类 项 ”中 的 “合并 ”及 “ 同 
类 * 均 源 自 生活 . “合并 ”一 词 按照 字面 上 的 
意思 是 “结合 到 一 起 ”, 生活 中 的 “同类 "属于 一 - 
种 依据 一 定 的 分 类 标准 下 的 用 词 . 我 们 曾经 
看 过 两 位 老师 的 相关 授课 视频 , 其 中 一 位 老师 
说 : 邓 只 免 子 与 3 只 儿子 不 能 合并 , 因为 它们 
不 是 同类 项 .” 无 独 有 偶 , 另 一 位 老师 说 : “3 只 
苹果 和 4 个 李子 不 能 合并 , 因为 它们 不 是 同类 
水 果 .” 结 果 就 遭 到 观摩 视频 的 职 前 教师 异议 ， 
有 师范 生 说 :“ 狮 子 把 兔子 吃 了 , 也 可 以 理解 为 
一 种 合并 .” 也 有 师范 生 说 : “2 只 人 饮 子 与 3 只 
狮子 可 以 合并 为 5 只 动物 , 这 也 可 以 是 一 种 合 
并 .” 同样 , 也 有 人 认为 : “3 只 莉 果 和 4 个 李子 
可 以 合并 为 ?个 水 果 .” 

除 此 之 外 , 还 有 不 少 的 概念 , 如“ 加”、“ 减 *、 
“距离 "、“ 角 ”、“ 侧 面 "、“ 底 ?等 有 关 在 生活 用 
语 中 频繁 出 现 却 在 数学 上 经 过 严格 定义 的 数学 


概念 , 假如 没有 认真 界定 , 一 些 游离 于 数学 概 


念 与 生活 概念 理解 之 间 的 争议 在 所 难免 . 

1.1.2 思维 角度 “悄然 变化 ”的 数学 概念 

有 些 数 学 概念 , 尽管 生活 用 语 的 原意 与 数 
学 中 的 含义 几乎 一 致 , 但 数学 源 于 生活 却 往 
往 “ 高 于 ?或 “ 异 于 ”生活 . 

例如 “垂直 ”这 个 概念 , 生活 中 常常 与 人 
们 视野 中 的 “与 地 面 垂直 ”的 表象 挂 钧 人 们 一 
谈 到 “垂直 "”， 脑 海里 优先 出 现 “ 铬 垂 "的 形象 . 
假如 有 一 个 问题 的 条 件 是 “已 知 !LLm,，.……: ” 
人 们 优先 想到 的 往往 是 图 1 的 情况 , 然后 才 是 
图 2 及 图 3 的 情况 . 
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类 似 地 , 如 果 看 到 条 件 “A4BC 是 直角 三 
角形 ”"“ 四 边 形 4BCD 是 直角 梯形 "、“A4BC 
是 等 腰 三 角形 ”、“ 四 边 形 4BC 是 等 腰 梯 
形 ” 学 生 往 往 优 先 作 出 的 图形 分 别 是 图 4， 
图 5, 图 6, 图 7， 当 学 生 看 到 图 8, 图 9, 图 10， 
因 11 时 ， 往往 会 觉得 “别扭 ”. 


A D 
B Cc B Cc 
图 7 
4 B 
s 7 ~ 
A 
D 
图 10 11 


一 些 诸如 “和 骤 直 *”、 “高 7、 “ 底 ?"、 “ 柱 ”、 “ 腰 *”、 
“顶点 "等 与 生活 概念 差异 不 大 的 概念 , 因 人 们 


长 期 生活 中 所 形成 的 阅读 及 视觉 习 局 的 影响 ， 
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往往 具有 优先 的 "图 式 效 应 *, 但 在 数学 学 习 及 
问题 解决 中 , 有 时 必须 得 根据 具体 情况 , 灵活 
选择 具体 的 位 置 , 克服 一 些 无 益 于 问题 灵活 解 
决 的 思维 习惯 . 

1.2“ 拿 自 " 生 活 的 一 些 数 学 概念 探析 

对 一 门 学 科 ( 而 非 “ 科 学 *) 而 言 , 其 语言 
叙述 往往 首先 沿用 其 生活 用 语 描 述 , 这 些 “ 拿 
来 "的 词语 并 非 都 是 经 过 严格 定义 的 有 一 
种 "约定俗成 ?的 味道 可是, 对 一 向 以 退 求 
严谨 而 著称 的 数学 学 科 , 一 旦 “较真 "起 来 , 恐 
怕 会 “麻烦 不 断 ”, 甚至 不 知 所 措 , 连 一 些 老 教 
师 可 能 也 不 知道 问题 的 症结 所 在 . 

例如 , 有 一 次 , 一 位 老师 在 授课 的 时 候 ， 
讲 到 “平面 内 的 一 条 直线 把 平面 分 成 两 部 分 ， 
. ”就 有 一 位 学 生 站 起 来 : “老师 , 这 条 站 
线 是 不 是 平面 的 组 成 部 分 ? 这 条 直线 该 属于 
哪 部 分 ? 我 觉得 一 条 直线 把 平面 分 成 三 部 分 ， 
这 条 直线 应 该 是 独立 的 一 部 分 .” 这 位 老师 无 
言 以 对 , 觉得 这 位 学 生 讲 得 蛮 有 道理 . 无 独 有 
偶 , 我 国 著名 数学 教育 家 张 疯 宙 先 生 讲 到 有 一 
位 老师 向 他 谈 起 一 个 问题 “锐角 三 角形 的 高 
把 三 角形 分 为 两 个 直角 三 角形 , 那么 , 丙 线 该 
属于 哪个 直角 三 角形 ? ”其 实 , 我 们 数学 教师 
使 用 了 生活 用 语 "“ 分 割 ", 但 并 不 加 定义 地 省 略 
而 简化 为 “分 ” 字 , 这 与 数学 本 身 赋予 含义 的 集 
合 “ 分 类 "中 的 “分 ” 字 混 在 一 起 而 导致 概念 的 混 
消 . 

又 如 , “规律 "一 词 在 数学 上 没有 严格 定义 ， 
属于 生活 中 的 “ 舶 来 品 *， 有 一次, 一 位 数学 新 
老师 在 批改 作业 “ 按 规 律 填空 : 0, 3, 8, 15, ( 小 
( 的 时 候 , 发 现 有 个 学 生 填 的 是 “(0)，(3)”， 
于 是 就 打 了 个 “>G"， 结果 引起 了 该 生 的 抗议 : 
“我 认为 四 个 数 进行 循环 也 是 一 种 规律 , 为 什 
么 错 了 ? "老师 说 : “这 个 问题 的 规律 本 意 是 每 
项 的 项 数 平方 再 减 去 1, 要 填 的 数 依次 是 (24)， 
(35), 你 这 是 强 词 夺 理 , 按照 你 的 意思 , 随便 什 
么 数 都 可 以 填 ? ”这 个 学 生 红 若 脸 哎 咕 涛 :“ 是 
嘛 ! 本 来 就 如 此 ! ” 巧 的 是 , 我 们 也 和 遇 到 关于 
数列 的 一 个 争议 问题 , 一 位 实习 生 问 :“ 数 列 1， 
2, 3, 4, 5, 6 中 , 5 是 这 个 数列 的 第 几 项 ? “本文 
第 一 作者 脱口 而 出 : “当然 是 第 5 项 ! ?而 后 马 
上 获 觉 地 问 这 位 实习 生 :“ 你 为 什么 问 这 个 问 
题 ? ”这 位 学 生 回 答 :“ 我 觉得 课本 并 没有 对 数 
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列 顺 序 进行 定义 , 这 样 , 也 可 以 从 右 到 左 数 数 ， 
因此 , 5 也 可 以 认为 是 这 个 数列 的 第 2 项 . 因为 
汉字 阅读 以 前 也 有 从 右 到 左 的 习惯 .” “按照 你 
的 意思 , 这 个 数列 中 的 所 有 项 都 可 以 称 为 第 一 
项 , 因为 以 前 汉字 也 有 从 上 往 下 读 的 习惯 ! ” 

在 数学 教学 中 , 一 些 看 似 披 着 严格 定 
义 “ 外 衣 * 的 概念 , 其 实 很 多 都 经 不 起 推 旋 , 这 
是 由 其 学 科 特 点 (并非 科学 特点 ) 所 决定 的 , 一 
些 老 师 特 别 是 年 轻 教 师 往 往 不 太 清 楚 , 以 为 这 
些 是 数学 上 的 严格 定义 , 一 旦 较真 起 来 , 往往 
搞 不 消 楚 问题 的 症结 所 在 . 我 们 不 妨 再 多 举 几 
个 例子 : 

(1) 在 温州 的 一 所 中 学 , 有 两 位 老师 在 争 
议 :“z = 1 是 方程 吗 ? ”争议 的 起 因 就 是 课本 
似乎 有 严格 的 定义 :“ 含 有 来 知 数 的 等 式 叫做 
方程 ." 问 其 实 , 这 个 定义 中 的 “未 知 数 ? 却 是 一 
个 * 因 人 而 异 " 的 概念 ， 在 生活 上 , 其 含义 应 该 
指 “ 日 前 尚 不 消 楚 其 结果 的 数 ”, 其 中 一 位 老师 
认为 = 1 中 zz 的 值 非常 清楚 , 根本 不 是 未 知 
数 , 而 是 已 知 数 , 故 这 个 等 式 不 是 方程 .” 的 观 
点 就 出 于 此 . 

(2) 生活 中 , “集合 "一 词 用 得 较 多 的 是 动 
词 , 如 “大 家 集合 了 ”, 在 数学 课本 中 , 使 用 “ 集 
合 "一 词 作为 名 词 表示 “一 些 特定 的 对 象 的 全 
体 ”, 高 中 课本 也 “ 正 儿 八 经 ”地 写 道 :“ 一 般 地 ， 
我 们 把 研究 对 象 统称 为 元 素 , 把 一 些 元 素 组 成 
的 全 体 叫 做 集合 .* 是 但 千 万 不 要 以 为 这 个 是 集 
合 的 严格 定义 , 就 字面 上 来 说 , 该 “定义 ”中 用 
了 生活 中 的 词 :“ 一 些 ”, 这 是 一 个 含糊 的 词语 . 
比如 用 请 “所 有 的 ”、“ 一 切 ” 等 表示 全 体 的 用 语 
能 否 属 于 “一 些 * 所 描述 的 范畴 ?如果 不行 , 何 
以 描述 目 然 数 集 、 实 数 集 等 一 些 无 限 元 陀 所 组 
成 的 集合 ? 如 果 属 于 , 那么 :“ 以 一 切 集 合 为 元 
素 的 集合 是 否 存 在 ? ”这 个 “和 连环 套 ” 问 题 导致 
了 数学 上 的 “第 三 次 危机 ”. 后 来 ,人们 就 把 ' 集 
合 " 概 念 当 作 像 “点 "、 “直线 ”"、 “平面 ?等 一 样 
的 “元 概念 ", 也 就 不 再 “纠缠 ”了 . 

(3) 一 位 实习 生 在 上 对 数 函 数 的 概念 
时 , 他 先 通过 抽象 得 到 了 对 数 函 数 的 “概念 ”: 
一 般 地 , 我 们 把 落 数 y = logox(a > 0, 且 
4& 关 1) 叫做 对 数 函 数 , 其 中 z 是 自 变 量 , 函数 
的 定义 域 是 (0,+oco),” 而 后 , 他 就 给 学 生 进 
行 “概念 辨析 教学 ”:“ 下 列 函 数 中 , 哪个 是 对 
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数 函 数 ? ”具体 指出 的 有 这 人 么 三 个 函数 涡 要 
判断 : “y = logs(22)*、“y = 2logsz”、'“y = 
logs 工 十 1”. 该 “定义 * 中 , 用 了 一 个 让 很 多 学 
生 感 到 困惑 的 生活 用 语 * 一 般 地 ”, 按照 这 个 意 
思 , 似乎 应 该 有 “特殊 地 "的 “情况 ”其 实 , 按 
照 我 们 的 理解 ，“ 一 般 地 ”是 个 概括 性 语言 , 是 
进行 “外 延 式 定义 ”的 用 语 . 在 数学 学 科 概 念 教 
学 中 , 也 有 一 些 很 难 ( 作 为 学 科 , 有 时 也 是 不 
必要 的 ) 采取 绝对 严格 化 的 “内 涵 式 定义 ”， 故 
采取 "外延 式 定义 ”>, 即 通过 一 些 具体 的 对 象 进 
行 “ 抽 象 ”, 然后 来 个 “一 般 地 ”进行 描述 . 值得 
指出 的 是 , 采取 “外 延 式 定义 ”的 “数学 概念 "有 
时 很 难 “ 辩 析 ”, 因为 有 时 讲 不 清楚 . 就 像 * 人 ”这 
个 “概念 ”就 属于 “外 延 式 定义 "的 ,我 们 做 了 
一 辈子 的 “人 ”, 但 似乎 永远 讲 不 清楚 “什么 是 
人 ? "这 位 实习 生 就 遇 到 了 麻烦 , 因为 他 无 法 
讲 清楚 :“ 所 给 的 三 个 函数 为 什么 是 或 不 是 对 
数 函 数 ? ” 

其 实 , 数学 是 一 门 科 学 , 但 我 们 的 教学 更 
多 的 是 把 其 看 做 学 科 , 大 量 采 取 生 活用 语 等 手 
段 来 进行 数学 概念 教学 , 只 要 有 助 于 学 生 形 成 
正确 的 概念 及 表象 即 可 , 大 可 不 必 “ 纠 缠 "， 这 
是 我 们 数学 教师 所 必须 清楚 的 ， 

2， 对 数学 概念 教学 “生活 化 现象 * 的 几 点 
应 对 建议 

数学 教育 老 前 芋 陈 重 穆 、 宋 乃 庆 两 位 老 
师 曾经 援 文 强 调 数 学 教学 要 “注重 实质 , 淡化 
形式 " 铅 , 认为 数学 教学 应 该 抓 住 关键 的 问题 进 
行 , 不 要 纠缠 于 支 根 末节 . 我 们 认为 , 一 些 生活 
用 语 在 数学 上 使 用 一 旦 约定 俗 成 , 就 不 要 进行 
纠缠 , 一 旦 学 生 提起 , 教师 就 要 讲 明 道理 , 但 教 
师 不 能 “ 搬 开 是非”* 而 干扰 学 生 的 “数学 学 习 主 
流 ”. 那么 , 本 文 是 否 有 “无 病 串 吟 ”之 妊 呢 ? 我 
们 不 那么 认为 , 数学 教学 过 程 中 , 我 们 如 果 离 
开 生 活用 语 将 寸步 难 行 , 可 一 旦 使 用 这 些 生活 
用 语 后 , 特别 是 一 些 生活 概念 性 用 语 , 按照 数 
学 科学 角度 上 看 , 可 能 出 现 “ 漏 洞 百 出 ”的 现象 ， 
针对 这 些 现象 , 我 们 大 可 不 必 “ 惊 慌 失 措 ”, 尤 
其 是 一 些 年 轻 教师 , 以 下 是 我 们 的 三 点 建议 . 

2.1 合理 用 好 “生活 概念 ” 

“生活 概念 "是 学 生 学 习 数 学 概念 的 “站 
础 ”， 学 生 在 学 习 数 学 概念 之 前 , 只 能 凭 已 有 
的 生活 经 验 去 理解 “数学 概念 ”我 们 很 多 数学 
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概念 的 用 词 也 正 是 基于 这 样 的 考虑 , 把 一 些 生 
活 概念 “移植 "过 来 , 主要 的 策略 有 这 样 的 几 点 : 

一 是 取 名 与 生活 用 语 相 同 或 相似 , 以 便 让 
学 生 更 容易 凭 已 有 生活 经 验 去 理解 . 例如 ，“ 平 
行 *、*“ 相 交 ”、“ 交 点 *、“ 焦 点 "、“ 庄 点 "”、"“ 顶 
点 "等 概念 的 用 词 很 形象 , 学 生 一 看 就 很 消 楚 ， 
这 些 数学 概念 学 习 和 理解 起 来 毫 不 费力 . 可 以 
这 样 认 为 , 我 国 中 小 学 数学 概念 用 语 在 设计 的 
时 候 就 很 好 地 利用 了 生活 用 语 或 生活 概念 , 大 
大 利于 学 生 的 数学 学 习 . 然而 , 这 些 起 源 于 生 
活用 词 最 好 经 过 "定义 "或 者 "说 明 "等 方式 " 确 
认 ”, 避免 不 必要 的 误会 . 

二 是 没有 直接 说 明 , 就 运用 生活 用 语 或 
概念 来 描述 数学 教学 , 这 些 用 语 有 些 已 经 属 


于 “行内 约定 "而 大 家 “ 心 知 肚 明 ”, 只 要 不 影响 ， 


数学 教学 的 顺畅 进行 也 就 “ 顺 其 自然 "了 , 例如 : 
“连接 ”、“ 联 结 ”、“ 联 接 ”、“ 连 结 ? 这 四 个 词语 
都 是 “ 连 *、“ 联 "与 “ 接 ”、"“ 结 "的 组 合 问题 , 意 
义 相近 , 即使 有 人 对 此 进行 “辨析 ”, 很 多 老师 
也 不 以 为 然 , 因为 这 种 表达 大 家 不 会 产生 多 
大 歧义 , 不 太 影响 数学 的 正确 交流 , 也 就 无 所 
谓 了 , 然而 , 假如 有 人 用 “链接 "来 表示 “两 点 确 
定 的 线段 ”, 估计 可 能 就 会 有 老师 提出 “抗议 ”: 
“链接 ' 是 网 络 词语 , 不 能 用 在 这 个 场合 ! ”一 
些 用 词 为 了 避免 不 必要 的 争议 , 可 以 采取 补救 
措施 . 比如 “规律 "一 词 , 很 难 在 数学 上 给 予 “ 定 
义 ”, 一 些 诸如 “看 规律 填空 "的 问题 (如 前 面 我 
们 提 到 例子 ), 教师 可 以 补充 “请 说 明 你 的 理 
由 ” 即 可 . 

三 是 沿用 生活 概念 或 用 语 的 处 理 手法 , 采 
取 一 种 “同化 * 的 手段 处 理 一 些 概念 问题 , 这 些 
概念 往往 是 属于 “元 概念 ”"、“ 外 延 式 " 描 述 的 概 
念 或 一 些 没 有 必要 严格 定义 的 概念 , 这 些 概 念 
只 要 学 生 能 够 形成 正确 的 表象 即 可 , 可 以 这 样 
认为 , 这 些 概念 很 大 一 部 分 是 为 了 降低 概念 学 
习 的 要 求 , 教师 无 需 提高 要 求 . 例如 , 初中 教 
材 中 所 涉及 的 大 量 的 几何 体 ( 如 : 直 棱 柱 、 
柱 等 ) 应 该 涉及 到 其 概念 的 本 意 (直接 或 间接 
涉及 到 线 面 垂直 概念 ), 基本 上 是 没有 严格 定义 
的 . 我 们 认为 , 初中 的 “立体 几何 ”处理 方式 “ 生 
活化 味道 ?很 浓 , 这 或 许 既 是 一 种 “无 奈 之 举 ”， 
也 是 一 种 教学 策略 . 

2.2 清醒 认识 “概念 益 弄 ” 
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数学 概念 沿用 了 大 量 的 生活 用 语 或 就 建 
立 在 生活 概念 之 上 , 这 是 为 了 帮助 学 生 更 有 效 
学 习 的 一 种 策略 . 作为 一 名 教师 (尤其 是 职 前 
教师 ), 应 该 对 此 有 一 个 清醒 的 认识 , 一 旦 我 们 
陷入 某 些 概念 及 其 用 词 上 认识 模糊 , 应 该 要 很 
快 找到 争议 的 症结 . 为 此 , 我 们 有 以 下 的 儿 点 
建议 : 

一 是 扩充 生活 知识 面 , 积累 生活 经 验 , 有 
一 次 , 我 们 问 一 些 老师 :“: 函 数 ' 一 词 在 汉语 中 
的 字面 意思 是 什么 ? "结果 无 人 能 答 , 本 文 第 
一 作者 就 自作 聪明 地 望 文生 义 : 闪 函 :在 汉字 中 
具有 :' 寄 信 : 的 辣 思 , 那么 , ‘函数 ' 就 是 像 寄 信和 一 
样 , 把 一 个 数 从 一 个 地 方 寄 到 另 一 个 地 方 ." 无 
独 有 偶 , 章 建 跃 老 师 在 其 文章 回 中 也 提 及 类 似 
想法 :“ 据 称 是 借用 了 ' 消 一 信和 也’ 的 意 郊 : 传递 
和 交流 信息 的 书面 形式 , 引申 为 (有 序 的 ) 对 应 
关系 . 因此 , 函数 不 是 一 种 数 , 而 是 一 种 对 应 关 
系 .” 后 来 , 笔者 的 研究 生 申 报 课题 《高 中 数学 
必修 课本 数学 关键 名 词 考 据 》 中 查阅 资料 时 找 
到 解释 : “ 消 数 ' 一 词 是 拉丁 文 ‘function’ 一 词 
的 翻 详 . function 原 义 有 官吏 的 意思 . ! 是 z 的 
函数 ,因为 它 必须 服从 z 的 命令 , 正 像 每 个 官 
吏 必 须 服从 皇帝 的 命令 一 样 . 我 国 对 函数 一 
词 的 使 用 是 从 清 代数 学 家 李 善 兰 开 始 的 , 他 在 

《代数 学 》 详 本 (1859) 中 , 把 function 详 为 :区 


数 ',‘ 凡 式 中 有 天 , 为 天 之 函数 ”, 我 国 古 代 以 


天 、 地 、 人 、 物 表示 来 知 数 z,?y，z， WwW, 所 以 
这 个 函数 定义 相当 于 : 车 一 式 中 含有 zx, 则 称 
为 关于 z 的 函数 .' 函 ' 有 包含 的 意思 (我 国 古 
代 : 消 ' 与 ‘ 含 ' 可 以 通用 )}. 这 正 是 李 普 兰 用 函数 
一 词 翻译 function 的 原因 .* 回 看 来 , 几乎 每 一 
个 数学 名 词 背 后 都 有 其 “历史 ”, 我 们 数学 教师 
做 一 些 考 证 , 以 扩充 我 们 的 知识 面 还 是 很 有 必 
要 的 ， 同样 , 诸如 一 些 “ 富 含 历史 意义 ”的 数学 
名 词 :“ 军 ”、" 指 数 ”"、"“ 对 数 ”"、“ 几 何 ”、“ 有 
理 数 "、“ 无 理 数 ”等 等 , 在 学 生 刚 接触 的 时 候 ， 
如 果 能 够 作 些 介绍 , 把 其 “ 牢 牢 地 附着 ”在 学 生 
的 “ 认 知 结构 上 ”, 有 吉 于 学 生 对 概念 的 理解 . 
二 是 主动 反思 数学 概念 用 语 , 明 辨 含义 异 
同 , 数学 中 , 不 少 概念 的 词语 表述 很 形象 , 但 
使 用 不 当 也 容易 产生 一 些 解 访 上 的 差异 . 例 
如 ， 我 们 在 引导 初中 生 解 读 * 抛 物 线 " 概 念 的 


时 候 , 就 要 从 “二 次 函数 y = 王 的 图 像 是 一 - 
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条 关于 y 轴 对 称 , 过 坐标 原点 并 向 上 伸展 的 
曲线 , 像 这 样 的 曲线 通常 叫做 抛物 线 ."[ 的 
描述 时 , 要 有 意识 地 引导 学 生 把 其 与 物理 概 
念 “ 抛 物 线 " 相 挂 多 , 不 要 隔断 数学 概念 与 物理 
概念 的 联系 . 又 如 ,“ 双 曲线 "一 词 很 形象 ; “两 
支 中 心 对 称 曲 线 的 组 合 .” 但 在 目前 教材 中 ， 
这 个 名 词 似 乎 被 * 反 比例 函数 "(初中 ) 及 "平面 
上 到 两 定点 的 距离 差 的 绝对 值 为 定 值 的 动 点 
轨迹 "(高 中 ) 所 "独占 "， 像 函数 y 二 z-3 及 曲 
线 夺 一 归 = 1 (a > 0, 5 > 等 的 图 像 玉 
就 享受 不 了 被 称 之 为 “ 双 曲 线 " 的 待遇 了 ! 故 当 
我 们 遇 到 一 些 与 “ 双 曲 线 " 形 似 的 曲线 , 就 不 要 
冠 以 * 双 曲线 "的 称呼 了 , 以 免 混 清 . 

三 是 要 关注 字面 含义 引发 的 思维 差异 , 避 
免 思维 定 势 ， 数 学 上 很 多 数学 名 词 (例如 : 平 
行 、 垂 直 、 顶 点 、 便 面 、 底 面 等 ) 都 是 使 用 生 
活 常用 名 词 进行 形象 描述 , 然而 , 一 些 名 启 一 
旦 使 用 到 数学 上 , 思维 发 生 了 一 些 细微 变化 ， 
我 们 教师 应 该 洞察 , 避免 学 生 的 思维 定 势 . 例 
如 “长 方形 "这 一 名 词 , 在 生活 用 词 上 的 理解 
就 不 应 该 包括 正方 形 , 而 在 数学 上 则 将 其 站 
括 ”, 学 生 受 生活 概念 的 影响 , 在 数学 问题 解决 
中 , 经 常 把 "正方 形 "排除 在 “长 方形 "之 外 ， 又 
如 , 三 角形 有 三 个 顶点 , 但 数学 上 受 生活 上 “ 山 
峰 的 顶点 "影响 又 给 等 腰 三 角形 赋予 了 “等 腰 
三 角形 顶点 "的 含义 ; “两 腰 的 公共 点 ”, 于 是 ， 
另外 两 个 “顶点 "就 只 能 退出 原 有 称呼 而 “ 忍 气 
天 声 " 地 被 称 之 为 “ 底 边 上 的 两 个 端点 ". 这 里 ， 
我 们 不 妨 摘录 一 道 数 学 练习 题 :“ 如 图 12， 小 
正方 形 的 边 长 为 1, 若 以 4 为 顶点 的 等 腰 直角 
三 角形 的 面积 为 3, 且 三 角形 的 顶点 都 在 格 点 
上 , 这 样 的 三 角形 有 几 个 ? ”结果 有 学 生 将 诸 
如 图 13 的 三 角形 也 数 进去 了 ， 因 为 他 们 不 清 
楚 “ 顶 点 "概念 发 生 了 变化 . 
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2.3 密切 关注 “文化 背景 " 

我 们 这 里 所 提 的 生活 概念 其 实 是 与 我 们 
国人 文化 背景 密切 关系 的 . 数学 作为 科学 而 
言 , 是 一 门 追求 严谨 甚至 是 “绝对 严谨 "的 学 科 ， 
即便 有 如 此 的 “ 商 目 标 >, 我 们 也 很 难 做 到 “ 绝 
对 严谨 ”, 数学 上 的 “三 大 危机 "就 印证 了 这 一 
点 .人 们 现在 还 在 担心 , 下 一 波 的 数学 危机 会 
是 什么 样 的 问题 . 而 数学 作为 一 门 学 生 学 习 的 
学 科 , 追求 严谨 是 一 种 教学 策略 , 是 对 学 生 思 
维 的 一 种 训练 . 然而 , 针对 “数学 认 知 结构 尚 
未 完善 ”的 学 生 而 言 , 这 一 切 的 做 法 是 需要 策 
略 的 , 运用 学 生 已 有 的 知识 经 验 和 生活 经 验 学 
习 数 学 概念 是 一 种 很 好 的 措施 , 这 也 是 建构 主 
义 所 提倡 的 . 事实 证 明 , 我 们 的 一 些 做 法 很 不 
错 , 例如 : 我 们 给 学 生 学 习 多 边 形 的 概念 : 三 角 
形 、 四 边 形 、 五 边 形 、.………: ,学 生 凡 乎 不 费 
歇 灰 之 力 就 把 这 些 概念 “ 牢 牢 地 附着 在 认 知 结 
构 上 ”, 这 是 我 们 汉语 的 优势 , 而 转化 为 英文 ， 
学 生 的 学 习 就 要 多 增加 记忆 的 负担 了 . 我 们 
如 果 能 够 把 汉语 上 的 “ 音 ”、“ 形 ”、“ 义 "等 很 好 
地 运用 到 数学 概念 教学 上 , 那么 我 们 就 能 够 实 
现 “ 数 学 教学 效率 ”的 最 大 化 问题 , 这 就 要 尽 曝 
排除 汉语 上 的 “ 音 ”、" 形 ”、“ 义 ”所 产生 的 “ 负 
迁移 "效应 , 以 免 干 扰 学 生 的 数学 学 习 . 为 此 ， 
我 们 认为 , 数学 教师 应 该 形成 一 个 正确 的 数学 
观念 :“ 用 好 汉语 , 为 高 效 的 数学 教学 服务 .” 特 
别 是 对 一 些 新 教师 , 要 避免 在 汉语 使 用 中 对 数 
学 教学 尤其 是 概念 教学 所 产生 的 种 种 干扰 . 同 
时 , 我 们 也 需要 关注 数学 语言 的 “ 舶 来 品 >: 英 
文 及 希腊 字母 、 阿 拉 伯 字母 等 在 数学 学 习 中 
的 积极 作用 , 很 多 数学 概念 , 借助 符号 表达 就 
很 清晰 地 传递 数学 信息 , 例如 : 函数 的 单调 性 
概念 , 借助 数学 符号 表达 就 非常 明确 , 但 很 抽 
象 , 而 汉语 “单调 ?能够 引导 学 生 联 想 . 相信 我 
们 数学 教师 应 该 也 能 够 很 好 地 运用 汉语 的 形 
象 及 符号 的 抽象 , 采取 各 种 语言 在 数学 教学 中 
优势 互补 的 教学 策略 , 使 我 们 的 数学 教学 尤其 
是 数学 概念 这 一 “数学 基石 及 脚手架 "的 教学 实 
现 “ 效 率 最 大 化 ”, 让 我 们 的 学 生 在 学 习 数学 过 
程 中 拿 受 各 种 文化 优势 震 陶 的 同时 , 也 在 不 知 
不 党 中 接受 各 种 文化 之 间 的 “合作 > 及 “博弈 "的 
教育 . 
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一 -对 一 道 典型 例题 的 教学 后 的 思考 
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1. 问题 的 缘起 

笔者 在 讲解 直线 与 林 圆 的 位 置 关 系 时 , 选 
择 了 这 样 一 道 典型 例题 : 

例 1 已 知 顶 贺 的 标准 方程 为 二 十 洒 = 
1, 过 点 P(2,1) 作 一 条 弦 , 使 孩 被 点 己 平 分 , 求 
此 弦 所 在 的 直线 方程 . 

在 课堂 教学 时 ， 当 大 部 分 学 生 都 在 埋头 
苦 算 时 , 一 位 学 生 在 悠闲 地 看 着 其 他 同学 , 还 
不 时 眶 向 老师 . 教学 经 验 告诉 笔者 ,这 个 平 
时 学 习 优秀 的 学 生 肯 定 有 什么 奇 思 钞 解 , 笔 
者 问 : “你 有 解 题 思路 吗 ? ”这 位 学 生 说 出 了 
如 下 的 巧妙 解法 如 图 1, 观察 椭圆 的 图 像 可 
知 1, 直线 怡 好 经 过 棚 圆 的 顶点 4(4,0)、B(0, 2)， 
即 点 P(2,1) 是 线段 4B 的 中 点 , 则 经 过 这 两 点 
的 直线 方程 的 截 距 式 为 : 了 十 下 = 1, 整理 
得 z+2y -4= 0, 即 为 所 求 的 直线 方程 . 课堂 
上 , 笔者 首先 充分 肯定 了 这 位 同学 的 想法 , 然 
后 通过 改变 点 忆 的 位 置 , 寻找 本 题 的 通 解 道 法 . 
课 后 , 笔者 对 这 堂 课 进行 了 反思 . 





一 方面 , 固然 , 笔者 在 选择 例题 时 ,忽视 了 
这 位 学 生 所 考虑 的 特殊 情形 , 但 男 一 方面 , 我 
们 在 平时 教学 中 , 能 和 否 给 学 生 一 个 平台 , 让 学 
生 的 创造 性 思维 有 所 发 展 呢 ? 让 学 生 通 过 学 习 
和 思考 , 觉得 数学 好 学 又 “好 玩 ” 呢 ? 


笔者 觉得 , 善 学 者 尽 其 理 , 善 思 者 悟 其 道 . 
善于 学 习 者 , 通过 孜孜 不 懈 的 努力 , 能 学 习 到 
解决 问题 的 通 解 通 法 , 善于 思考 者 , 必然 删 繁 
就 简 , 抓 住 数 学 本 质 进行 思考 , 悟 得 其 中 的 奥 
秘 , 薪 学 和 车 思 结 合 起 来 , 才能 觉得 数学 好 学 
又 “好 玩 ”， 

2. 羡 学 得 通 法 , 善 思 情 妙 解 

扎 子 日 : 学 而 不 思 则 泗 , 思 而 不 学 则 至. 钱 
穆 先 生 注 , 学 而 不 思 , 不 深 辨 其 真意 所 在 , 必 致 
迷 届 无 所 得 ; 思 而 不 学 , 则 事 无 验证 , 疑 不 能 
将 危 殖 不 安 . 故 “ 学 ”与 “ 思 *” 当 齐 修 并 进 , 不 可 
偏 废 , 即 普 于 学 习 者 , 能 学 到 通 解 通 法 , 这 种 通 
解 通 法 也 是 教学 中 必须 浓墨重彩 落实 的 地 方 ， 


”也 是 每 个 学 生 都 要 党 握 的 根本 大 法 , 它 是 解 题 


的 根本 . 而 普 思 者 , 则 在 掌握 了 道 解 通 法 后 , 再 
进行 深层 次 的 思维 活动 , 抓 住 数学 问题 的 本 质 ， 
细 读 深思 , 将 解法 达到 最 优化 . 

例 1 的 通 解 通 法 是 联 立方 程 , 消 元 ， 再 根 
据 根 与 系数 的 关系 和 中 点 坐标 公式 得 到 直线 的 
斜率 . 除了 通 法 之 外 , 本 例题 还 可 以 有 点 差 法 
和 交 轨 法 , 解法 如 下 . 

解法 一 : 当 直 线 的 斜率 不 存在 时 ， 易 知 
不 合 题 意 , 故 直 线 的 斜率 存在 ， 设 直线 与 椭 
阅 的 交点 为 A(xi, 妇 )、B(7x2,y2), 所 求 的 直线 
方程 为 y 一 1 = k(x 一 2), 代入 椭圆 方程 整理 
得 (482 十 1)z2 一 8(212 一 上 )z 二 4(25 一 1)2 一 16 = 0， 


8(2k2 — k) 
们 et £ 
则 zl 十 za A sa 的 中 
， 8(2K2 —k 
解 得 大 二 -3 所 求 的 直线 方程 为 Jy 一 1 = 


11-12 
-zc- 2), 即 x 二 2y 一 4=0. 
评注 : 此 法 运算 量 较 大 , 但 这 是 学 生 最 容 
易 想 到 的 通 解 通 法 . | 
解法 二 :”( 点 差 法 ) 设 直 线 与 椭圆 的 交点 
为 A(T1, 矶 )、B(z2,y2), 则 代入 椭圆 方 程 
z2 十 4/2 = 16 得 


人 有 和 站 人 


7Z2 十 42/2 = 16, .5 © 
只-@ 得 
(2Z2 一 Z2) + 4(y?—y2) 一 0,.….….…......， 全 
因为 弦 4 的 中 点 为 P(2, 1), 即 
{2 十 22 一 4 

+y2=2 


代入 @ 式 整理 得 k 二 光 - -5 再 由 


T1— LT2 

点 斜 式 得 直线 的 方程 为 y 一 1 = -a(e _ 2), 
Riz+2vy—4=0. . 

评注 点 差 法 在 求 直 线 的 斜率 时 , 方便 快 
捷 , 运算 也 简单 . 但 是 此 法 的 技巧 性 较 强 . 善于 
思考 者 , 抓 住 本 题 的 关键 所 在 , 通过 删 繁 就 简 ， 
得 到 直线 的 方程 

解法 三 ( 交 轨 法 ) 设 直线 与 椭圆 的 一 
个 交点 为 4(z, 妨 ， 另 一 个 交点 为 如 因为 
孩 4 有 的 中 点 为 P(2,.1)， 则 点 互 的 坐标 必 为 
(4 -zw,2 一 了 ,又 因为 点 4、B 都 在 椭圆 上 , 即 
满足 椭圆 的 方程 , 代入 得 


则 Q@D- 加 得 Zz 十 2y -4 = 0 因为 过 点 4、 
B 的 直线 只 有 一 条 , 即 为 z 十 2y 一 4=0. 

评注 : 交 轨 法 在 求解 直线 方程 时 独 树 一 
照 , 此 法 在 求 两 圆 的 相交 弦 的 直线 方程 时 也 曾 
经 使 用 过 , 学 生 也 不 难 理解 . 在 教学 的 过 程 中 ， 
只 要 闸 于 启发 和 类 比 , 学 生 对 此 法 还 是 可 以 党 
握 的 . 善于 思考 者 , 才能 悟 得 其 道 . 

3. 善 思 追 求 的 境界 是 把 结果 “看 ”出 来 

善于 深入 思考 者 , 能 抓 住 问题 的 本 质 , 把 
题目 的 结果 “看 ”出 来 ,这 顺应 了 以 能 力 立意 的 
高 考 命题 原则 ; 体现 了 “多 一 点 想 的 , 少 一 点 算 
的 "的 命题 理念 .把 题目 的 结果 看 出 来 , 不 是 
追求 数学 的 高 难度 技巧 , 而 是 追求 对 数学 本 质 
的 深入 思 海 . 只 有 理解 了 数学 的 本 质 , 理 消 了 知 
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识 之 间 的 内 在 联系 ,才能 做 到 八方 联系 , 浑然 一 
体 . 

例 2 (2011 年 全 国 高 考 江西 理科 卷 ) 若 
椭 癌 三 + 克 = 1 的 焦点 在 z 轴 上 , 过 点 (1， 


2 ) 作 圆 z2 十 记 = 1 的 切线 , 切 点 分 别 为 4、B， 
省 线 AB 恰好 经 过 椭圆 的 右 焦点 和 上 顶点 则 
椭圆 方程 是 
善于 恩 考 者 , 结合 图 像 ( 如 图 2)， 先 求 
kop, 再 得 到 kap, 然后 求 出 直线 方程 及 其 和 ? 
轴 的 交点 忆 最 后 得 到 椭圆 的 标准 方程 是 + 
2 


y 
1. 
4 





例 3 圆 (z 十 1 十 (y 一 1)? = 1 关于 直 
线 x 一 y 一 1 = 0 对称 的 圆 的 方程 是 ( ) 

(A) (2 —2) 二 (一 2)2 一 1 

(B) (z+2) +(y—2)=1; 

(C) (x + 2 + (y+2)=1; 

(D) (z ~ 2)2 + (y+2)2=1. 

此 题 如 果 用 通 法 来 求解 , 必须 先 求 出 对 称 
圆 的 圆心 坐标 . 然而 作为 一 道 选择 题 , 我 们 只 
要 仔细 思考 和 观察 , 根据 草图 , 就 不 难得 出 , 第 
二 象限 的 点 (一 1,1) 关于 直线 2 一 y 一 1 = 0 对 
称 的 点 是 在 第 四 象限 的 点 (2, 一 2), 因此 选 (DD). 

例 4 (2008 年 全 国 高 考 浙 江 理 科 卷 ) 如 
图 3, 4B 是 平面 a 的 斜 线 段 , 点 4 为 斜 足 , 车 
点 卫 在 平面 a 内 运动 , 使 得 人 4BP 的 面积 为 
定 值 , 则 动 点 书 的 轨迹 是 ( ) 

(A) 图 ; (B) 椭 较 ; 

(C) 一 条 直线 ; (D) 两 条 平行 直线 . 


B 


图 3 
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追求 自然 合理 的 教学 设计 
-从 两 角 和 与 差 的 余 纹 公式 的 教学 读 起 


201600 ”上海 市 松江 二 中 张 忠 旺 


两 角 状 的 余 驴 公式 是 推导 其 他 三 角 公 
式 的 基础 ,也 是 教学 中 的 难点 . 其 主要 困 
难 在 于 对 公式 结构 的 猜想 各 证明 . 笔者 参 
阅 了 许多 文献 , 发 现在 公式 的 猜想 环节 有 
两 种 处 理 方法 一 是 由 于 公式 结构 的 复杂 
性 , 只 进行 了 简单 的 分 析 , 没有 得 出 与 公子 


Fe FS a a SA SBS SA SA SA A A A NA SA SAA SA A A SA Sd df rd Sf 


分 析 : ”AB 是 定 值 , 人 ABP 的 面积 为 定 
值 , 则 动 点 已 到 直线 4B 的 距离 是 定 值 . 在 空 
间 中 , 到 直线 4 的 距离 为 定 值 的 轨迹 是 圆柱 
面 , 则 平面 “ 与 此 圆柱 面 的 交点 即 是 动 点 已 的 
轨迹 , 如 图 4, 即 动 点 已 的 轨迹 是 椭圆 ， 因 此 
选 (B). 





图 4 

4、 善 学 者 和 善 思 者 的 特征 

车 学 者 , 按部就班 , 规 规矩 矩 , 按照 通 法 通 
解 来 解决 问题 ; 警 思 者 , 掌握 数学 的 核心 思想 
方法 , 比如 数 形 结合 思想 , 转化 和 化 归 思 想 等 
等 , 抓 住 了 数学 问题 的 本 质 , 快速 找到 解决 问 
题 的 途径 . 

例 5 (2010 年 全 国 高 考 浙江 理科 卷 ) 已 知 
平面 向 量 忌 ,6(@ 了 尖 0, 强 冯 朋 ) 满 足 |B| = 
1, 且 恕 与 8 -如 的 夹 角 为 120°, 则 | 们 | 的 取 
值 范围 是 . 

解法 一 :” 设 平面 向 量 a 与 8 的 夹 角 为 0， 
由 题 意 得 a(6 一 a) = |all8 - alcos 1202?， 又 
a(B — a) = QB — lal? = lall6lcosb — lal?, 





结构 有 关 的 信息 ; 二 是 猪 想 公 式 结构 的 教学 
设计 牵强 ， 如 文 上 四 在 猜测 公式 时 , 通过 推导 
coS 75° 一 cos 45° cos 30° — sin 45° sin 30° 来 引 
出 公式 . 不 楷 要 问 , 当 得 出 cos75° = 一 
时 , 为 什么 会 去 验证 cos75° = cos 45e cos 30° 一 





Ld dh si dsb sd dsb id i Ld LD LO LE LT LT LT LT 


整理 得 |8 一 al = -2cosb + 2|a|,， 两 边 平方 
整理 得 3|al? 一 6lalcos 90 十 4cos20 一 1 = 0, 解 


得 ja| = cos0+ sin0, 即 得 |a| < 2 所 以 
lal 的 取 值 范围 是 (0, 2 


评注 此 法 规 规矩 矩 , 对 运算 的 要 求 较 

高 , 单纯 从 向 量 的 代数 形式 进行 运算 , 求 |a| 的 
范围 . 

解法 二 : 设 04 = p86,0B =o, 则 BA = 

8 一 a， 在 AOAB 中 ，ZLOBA = 60*， 则 

104 1 lal 


sinLZOBA sin60° sinZOA4PB， 


2 sin LO4B, 由 0% < ZOAB < 120? 得 
到 |a| 的 取 值 范围 是 (0, 2 . 

评注 : 此 法 通过 向 量 的 几何 意义 , 删 繁 就 
简 , 再 利用 正弦 定理 , 求 |a| 的 取 值 范围 . 

善于 思考 者 , 考虑 的 是 第 二 种 解法 , 能 想 
到 向 量 的 双重 身份 , 集 几何 与 代数 于 一 体 , 在 
思考 的 过 程 中 , 把 结果 就 “看 ”出 来 了 . 

在 平时 的 教学 中 , 我 们 既 要 讲解 问题 的 通 
法 通 解 , 也 要 鼓励 学 生 能 够 提出 创新 的 解法 ， 
这 样 才能 使 得 学 生 的 创新 思维 有 所 发 展 . 学 和 
思 是 一 个 永恒 的 话题 , 这 里 是 笔者 个 人 的 一 些 
观点 ,不 妥 之 处 还 谱 批评 指正 ， 


即 |a| = 


了 7 一 1 
sin45° sin 30" 呢 ? 文 他 的 设计 是 分 别 取 角 wa 
为 27, 7, 0 时, 得 cos(a--B) = cosacos6, 取 角 
a 分 别 为 7 人 时 ，cos(aw — 8B) = sinasinA， 
猜想 cos(a 一 8) 与 sinasinB 或 cosacosB 都 有 
联系 , 进而 猜想 cos(a -6) = cosacosB++ 
sin asin 8B， 我 们 不 禁 要 间 如 果 将 角 w 取 特殊 
值 时 的 结果 用 相应 三 角 育 数值 表示 出 来 , 是 否 


还 能 观察 到 教师 设计 的 两 个 结果 ? 文 [3] 则 是 


用 几何 方法 进行 推导 得 出 公式 . 以 上 这 些 设 
计 存 在 两 个 问题 : 一 是 过 于 奉 强 , 不 够 自然 , 脱 
离 学 生 实际 ; 二 是 在 教学 中 耗 时 太 多 , 不 够 “经 
济 ”. 另外 关于 公式 的 证 明 , 多 采用 向 量 法 ,如 
文 [1]、[2]、{3]. 沪 教 版 教材 把 向 量 的 内 容 安 
排 在 两 角 和 与 差 的 三 角 公 式 之 后 , 采用 的 是 
等 角 对 等 弦 建 立 等 量 关 系 的 方法 , 通过 将 角 
旋转 一 6 角 得 证 , 思路 显得 突 克 .根据 以 上 分 析 ， 
笔者 对 这 两 个 问题 的 教学 设计 进行 了 改进 并 在 
课堂 上 进行 实践 尝试 , 收 到 了 满意 的 效果 , 现 
介绍 如 下 , 敬 请 同行 指教 . 

1. 问题 的 提出 

前 面 我 们 学 习 的 诱导 公式 给 出 了 角 k7 土 
a 的 三 角 比 与 角 a 的 三 角 比 间 的 关系 , 如 果 
把 角 kr 土 a 中 的 kn 换 成 3, 角 士 a 的 三 角 
比 与 角 a 的 三 角 比 之 间 的 关系 如 何 昵 ? 一 般 
地 , 将 kr 换 成 任意 角 B, 角 B 土 a 的 三 角 比 与 
角 a、8 的 三 角 比 之 间 的 关系 如 何 呢 ? 这 节 课 
我 们 先 来 探讨 cos(a 一 人 0) 与 角 aw、8 的 三 角 比 
的 关系 . 

2. 公式 结构 的 猜想 

我 们 先 来 探究 一 下 cos(a 一 B) 表达 式 的 结 
构 . 

师 : 你 能 根据 cos(a - 6) 的 形式 猜测 一 下 
其 表达 式 的 结构 特征 吗 ? 

生 : 因为 cos(a 一 B)=cos(B 一 Qa), 所 以 
cos(a 一 B) 的 表达 式 中 , 角 a、B6 应 是 对 称 的 . 

师 : 当 @ = B86 时, cos(a 一 8)=1, 你 能 用 a 的 
三 角 比 表示 1 吗 ? 

生 : cos(a — aw)=1=cos2a 十 sin2a. 

师 : 将 上 式 改 写 为 cos(a 一 a) = cosa 
cosa 十 sinasina， 类 比 该 式 , 你 能 试 着 猜测 
cos(a 一 B) 的 表达 式 吗 ? 

生 : cos(aw — B) = cosawcos8 +sinawsin 0. 


et (1) 
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3. 实验 验证 

先 让 学 生 验 证 式 (1)， 

只 取 a =7, 得 cos(7 一 BB) = ~ cosp; 

名 取 a=0, 得 cos( 一 B) = cosp; 

四 取 a = 60°, 6 = 30?, 因为 cos(60。 一 


30°) = cos 30° = 将 cos 60° cos 30° 十 sin 60° 


1 V3 VS 1_YS 


sin 30° = 十 5 ‘37 

所 以 cos(60? — 30°) = cos 60° cos 30° + 
sin 60° sin 30°, 

4. 探究 证 阴 

如 何 证 明 式 (1) 昵 ? 有 关 任 意 角 的 三 角 函 
数 问 题 , 我 们 通常 在 直角 坐标 系 中 研究 , 为 了 
使 问题 简化 , 常 以 单位 圆 为 辅助 工具 . 

如 图 1, 在 直角 坐标 系 zO0y 中 ， 作 出 角 
Qa、B, 它们 的 终 边 分 别 与 单位 圆 交 于 点 尸 、 
忆 , 分 别 用 角 a、B 的 三 角 沙 数 表 示 出 点 忆 、 
户 的 坐标 妃 (cosa，sina)、 疡 (cos6，sin 6). 
为 了 得 到 公式 , 需要 寻找 cos(a 一 DB) 与 cos a、 
cos 8、sin a、sin B 的 等 量 关 系 . 





师 : 我 们 学 过 哪些 几何 变换 , 它们 有 什么 
性 质 ? 

生 : 平移 变换 、 旋 转变 换 和 和 对称 变换 , 它 
们 只 改变 图 形 的 位 置 , 但 不 改变 图 形 的 大 小 . 

师 : 为 了 证 明 公 式 , 我 们 可 以 利用 几何 变 
换 下 的 不 变量 来 建立 等 县 关系 . 

如 果 将 图 形 OPR 户 忆 绕 点 O 旋 转 6 角 (用 
《几何 画板 》 演 示 ), 这 时 记 一 Pl, 忆 一 
局, 已 一 已 , 旋转 后 , 图 形 中 的 哪些 量 保持 
不 变 ? 哪些 量变 了 ? 

生 : 角 a、B 和 LPBOP 的 大 小 保持 不 变 ， 
两 点 间 的 距离 保持 不 变 , 如 | 己 己 | = |BBPij; 
点 万 、 心 、 Ps 的 坐标 发 生 了 变化 . 

(下 转 第 11-36 页 ) 
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“ 教 " 成 于 思 而 毁 于 随 
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章 建 跃 博士 指出 : “教学 设计 是 课堂 教学 
的 蓝本 , 是 对 课堂 教学 的 整体 规划 和 预 设 , 多 
勒 出 了 课堂 教学 活动 的 效益 取向 . 设计 教学 方 
案 时 , 教师 对 当前 的 教学 内 容 及 其 地 位 (概念 
的 :解构 '"、 思 想 方 法 的 ‘析出 '/、 相 关 知 识 的 联 
系 方式 等 ), 学 生 已 有 知识 经 验 , 教学 目的 , 重 
点 与 难点 , 如 何 依据 学 生 已 有 认 知 水 平和 知识 
的 由 辑 过 程 设计 教学 过 程 , 如 何 突出 重点 和 突 
破 难 点 , 学 生 在 理解 概念 和 思想 方法 时 可 能 会 
出 现 哪些 情况 以 及 如 何 处 理 这 些 情况 , 设计 哪 
些 练习 以 巩固 新 知识 , 如 何 评价 学 生 的 学 习 效 
果 等 , 都 已 经 有 一 定 的 思考 和 预 设 .” 山 

2011 年 安徽 省 青年 数学 教师 优秀 课 比赛 
刚刚 落下 帷幕 , 笔者 有 幸 作 为 选手 参与 其 中 并 
获得 了 一 等 奖 . 此 次 比赛 的 内 容 是 《方程 的 根 
与 函数 的 零点 》, 由 于 笔者 在 校 级 选拔 赛 中 上 
的 也 是 同样 的 内 容 , 因此 对 这 一 内 容 有 很 大 感 
悟 , 现 把 这 两 节 同 课 异 构 的 课 作 一 比较 , 以 此 
为 例 谈 谈 教学 反思 对 我 们 青年 教师 成 长 的 帮 
助 . 

本 节 课 是 第 三 章 《 函 数 与 方程 》 的 第 一 
节 课 ,是 新 课程 新 增 内 容 . 它 要 求学 生 在 学 习 了 
基本 初等 函数 的 基础 上 , 利用 函数 图 像 得 到 函 
数 零点 , 进而 判定 零点 的 存在 性 , 这 是 让 学 生 
从 函数 的 角度 来 思考 方程 , 体会 方程 和 函数 的 
思想 . 这 也 为 下 节 * 用 二 分 法 求 方程 近似 解 " 这 
一 “函数 的 应 用 ”做 准备 , 同时 也 为 后 续 学 习 的 
算法 埋 下 伏笔 . 

在 校 级 的 课 (以 下 简称 校 级 课 ) 中 , 笔者 是 
按照 课本 上 的 设计 来 进行 的 , 照 猫 画 虎 ; 在 省 
里 比赛 的 课 ( 以 下 简称 省 级 课 ) 里 , 其 设计 立足 
于 课本 , 又 不 照搬 课本 , 用 课本 教 而 不 是 教 课 
本 . 


下 面 就 从 课 的 三 个 方面 的 设计 为 例 来 作 
一 探讨 一 零点 的 概念 、 方 程 的 根 与 零点 的 关 
系 和 等 点 存在 的 判定 . 

一 、 情 景 设 置 , 概念 引入 

在 校 级 课 中 , 笔者 首先 从 对 两 个 方程 的 求 


(1) 2 -1=0;(2)z2 一 2 一 3=0 
引入 本 节 课 , 然后 给 出 三 组 具体 的 二 次 函数 与 
一 元 二 次 方程 

y=72—27—3, [y=2:—27+1, 
{0 {eo 
7 一 22 一 27 十 3， 

和 一 27 十 3 二 0， 

师 生 共同 得 出 方程 的 根 与 图 像 交 点 的 关系 后 再 
推广 到 一 般 形 式 . 

得 出 方程 的 根 及 函数 图 像 与 z 轴 交点 的 横 
坐标 的 关系 , 在 此 基础 上 给 出 函数 零点 的 概念 . 
此 时 得 出 概念 花 了 15 分 钟 , 在 实施 的 过 程 中 ， 
学 生 把 注意 力 过 多 地 放 在 了 判别 式 上 , 而 淡化 
了 概念 . 

对 此 , 在 省 级 课 中 , 笔者 作 了 如 下 改动 . 首 
先 在 引 例 中 , 加 入 不 容易 解 的 方程 (2) jgz 十 
2x 一 6 = 0, 这 一 设计 为 本 节 课 的 必要 性 作 了 
说 明 . 之 后 , 给 出 一 幅 图 画 (图 1), 这 幅 购 画 从 
三 个 不 同 角度 观察 可 以 得 到 少女 、 老 妇 和 长 胡 
子 的 老头 . 





笔者 给 出 两 个 问题 : 
问题 1 从 图 片上 你 发 现 了 什么 ? 
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问题 2 从 中 有 什么 启示 ? 

学 生 自 然 非常 有 兴趣 , 得 出 结论 : 从 不 同 
角度 看 同一 事物 , 结论 是 不 一 样 的 . 

于 是 笔者 顺势 指出 : 这 是 生活 中 的 例子 ， 
下 面 我 们 来 看 数学 中 的 例子 :……… 

紧 接 着 , 结合 y = 2x 一 1 和 yy = lgzx 十 2x 一 
6 的 图 像 引 入 了 零点 概念 . 

上 述 两 种 概念 引入 , 校 级 课 照 搬 课 本 , 单 
纯 从 "一 次 ”函数 和 “二 次 ”函数 开始 , 由 于 两 个 
方程 学 生 已 经 会 解 , 所 以 体现 不 出 这 节 课 的 学 
习 必 要 性 . 省 级 课 更 有 利于 激发 学 生 学 习 动 
力 , 突出 从 “ 数 " 和“ 形 ”两 个 不 同 角 度 益 述 ,只 
花 了 8 分 钟 就 得 出 零点 的 概念 , 但 这 一 设计 并 
没有 完全 把 “二 次 ? 弃 用 而 是 转化 为 例 1, 巩固 

例 1 判断 下 列 函 数 零 点 的 个 数 : 

(1) y= 22—272—2;(2) y= x? — 22+1; 
(3) y 一 2Z2 一 22 十 2. 

二 、 方 程 的 根 与 函数 的 零点 

两 凶 课 在 给 出 了 零点 的 概念 后 都 给 出 了 
三 种 关系 . 这 一 组 等 价 关系 在 本 节 课 中 起 着 承 
上 局 下 的 作用 , 如 何 给 出 这 组 关系 呢 ? 

在 校 级 课 中 , 设计 如 下 : (根据 课本 ) 

方程 F(z)=0 有 实数 根 > 函数 y= f(zx) 
的 图 像 与 z 轴 有 交点 <=> 函数 y = f(z) 有 零 

从 教学 实施 的 效果 来 看 , 并 不 理想 , 学 生 
并 没有 真正 弄 懂 . 

在 省 级 课 中 对 上 述 三 种 关系 略 作 改进 : 
zo 是 方程 f(x) = 0 的 实数 根 <> (zo, 0) 是 
国 数 y = f(x) 的 图 像 与 zx 轴 的 交点 <> 函数 
2 一 f(x) 有 零点 Xo. 

将 上 述 关 系 具体 化 , 让 学 生 有 一 直观 感受 ， 
不 显得 太 突 然 , 更 容易 理解 ， 

三 、 零 点 存在 性 定理 

1. 在 定理 引入 方面 

读本 是 道 过 直观 到 抽象 的 过 程 才 得 到 判 
断 亢 数 F(z) 在 (a,D) 内 有 和 鹤 点 的 条 件 , 如 何 让 
学 生 从 直观 自然 过 渡 到 抽象 , 是 本 节 课 的 难点 . 

在 校 级 课件 中 , 笔者 通过 设 问 : 

在 怎样 的 条 件 下 ， 了 艺 数 y = f(z) 在 区 
间 (a,b) 上 存 人 在 零点 ? 

观察 函数 的 图 像 (如 图 2) 并 填空 : 
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(1) 在 区 间 (@,6) 上 ，f(a)f(6) 0 
(< 或 >), 在 区 间 (a,5) 上 (有 /无 ) 零点 ? 

(2) 在 区 间 (b,c) 上 ，f(b)f(c) 0 
(< 或 >), 在 区 间 (b,c) 上 (有 /无 ) 零点 ? 

(3) 在 区 间 (c,d) 上 ，f(e)f(d) 0 


(< 或 >), 在 区 间 (c,d) 上 (有 /无 ) 零点 ? 
由 





然后 归纳 得 出 零点 存在 性 定理 . 

从 后 来 的 教学 效果 上 看 , 这 一 设计 有 填 鸭 
式 教学 之 嫌 , 把 知识 生硬 地 塞 入 学 生 的 大 脑 ， 
难点 并 没有 得 到 有 效 的 处 理 . 

针对 上 述 情况 , 在 省 级 课 中 作 了 如 下 的 改 
进 : 

首先 从 小 马 过 河 的 例子 引入 , 然后 过 渡 到 

函数 y = x? 一 27z 一 2 的 图 像 , 当 图 像 穿 过 zx 轴 ， 
与 x 轴 就 有 了 交点 . 

如 果 不 作 图 , 如 何 判 断 是 否 有 交点 呢 ? 

穿 过 是 一 种 几何 现象 , 如 何 用 代数 来 刻画 
呢 ? 

师 生 共同 探究 函数 flz) = xz? 一 2x 一 
2 在 (2, 3) 内 的 取 值 与 零点 的 情况 (如 图 3). 





从 生活 中 的 例子 过 渡 到 函数 , 主要 是 突 
出 “ 形 ” 的 作用 , 但 如 果 仅 仅 用 " 形 ”， 零 点 存在 
性 定理 就 没有 必要 了 , 设计 上 述 两 个 问题 , 意 
在 突出 零 点 存在 性 定理 的 必要 性 , 

对 于 函数 , 不 用 前 面 的 y = zx? 一 2x 一 3 而 
改 用 f(x) = zx? 一 2x 一 2, 笔者 基于 以 下 考虑 
y = X22 一 2x 一 3 的 二 个 零点 , 可 以 通过 解 方 程 
很 容易 得 到 一 1 和 和 3， 如 此 轻松 地 求 出 了 沱 点， 
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使 用 零点 存在 性 定理 就 没有 什么 意义 了 .使 
用 f(x) = x? 一 2x 一 2, 其 两 个 零点 相对 来 说 
不 是 很 容易 求 得 , 同时 根据 图 像 容 易 得 到 定理 
箭 要 的 不 等 式 f(2)f(3) < 0. 对 于 另 一 个 零点 ， 
让 学 生 分 组 合作 , 验证 (-1,0) 处 是 否 有 上 述 结 
果 , 让 学 生 亲 自动 手 去 体验 一 下 . 

2. 在 定理 的 巩固 上 

校 级 课 中 笔者 给 了 这 样 一 个 例子 : 

例 2 判断 正 误 , 若 不 正确 , 请 使 用 遂 数 图 
像 举 出 反例 . 

(1) 已 知 函 数 y = f(z) 在 区 间 [a, 6] 上, 且 
有 f(a)f(b) < 0, 则 f(x) 在 区 间 (a,b) 上 存在 
零点 . ( ) 

(2) 已 知 函 数 y = f(x) 在 区 间 [o, 器 上 
连续 不 断 ， 且 有 foe)F(b) > 0, 则 jc 在 区 
间 (a,b) 内 没有 岭 点 . ( ) 

(3) 已 知 函数 y = f(x) 在 区 间 [a, ] 上 连 
续 不 断 , 且 有 f(a)f(b) < 0, 则 f(x) 在 区 间 (o， 
b) 内 有 且 仅 有 一 个 零点 . ( ) 

这 一 设计 虽然 有 利于 学 生理 解 定 理 , 却 限 
制 了 学 生 的 思维 , 学 生长 此 以 往 会 形成 一 种 依 
赖 心理 ， 

在 省 级 课 上 , 笔者 只 给 出 了 一 个 不 完整 的 
函数 图 像 , 外 加 一 个 问题 , 却 达 到 了 很 好 的 课 
堂 效 果 . 

练习 2 如 图 4, 如 果 函 数 y = f(x) 有 零点 ， 
请 把 其 图 像 补充 完整 . 





此 设计 只 抛 给 学 生 一 个 问题 , 让 学 生 自 己 
去 设计 , 最 后 学 生得 出 了 以 下 答案 ( 见 图 5 一 
图 7). 

几 点 反思 : 

一 、 数 学 教学 要 重视 学 生 数 学 思维 的 训 
练 . 高 一 学 生 , 他 们 正在 从 经 验 性 的 抽象 还 辑 
思维 向 理论 性 抽象 风 辑 思维 转变 , 把 握 好 学 生 
的 “最 近 思 维 区 ”是 一 个 关键 . 正 是 立足 于 这 一 
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点 , 往 省 级 课 中 笔者 从 学 生 最 总 悉 的 一 次 中 数 
和 一 元 一 次 方程 入 手 , 降低 难度 , 聚焦 新 知识 . 





图 7 


二 、 问 题 设置 要 合理 , 防止 产生 “ 清 过 现 
象 ". 问题 是 数学 的 心脏 , 以 问题 串 的 形式 呈现 
内 容 是 一 个 不 错 的 形式 . 把 大 问题 设置 成 若 
干 个 有 梯度 的 小 问题 (这 些 问 题 要 能 够 层 层 递 
进 、 循 序 渐进 ), 方便 学 生 回 答 、 思 考 . 上 述 
要 求 应 该 是 针对 较 难 的 知识 的 , 对 于 有 些 知识 ， 
问题 设置 不 宜 过 细 , 过 细 了 容易 让 学 生产 生 思 
维 惰性 . 

通过 同 课 异 构 , 笔者 认识 到 “教学 -一 反 
思 一 再 教学 ”对 一 名 教师 , 特别 是 青年 教师 的 
帮助 和 作用 . 在 反思 中 不 断 成 长 , 教 无 定 法 , 教 
无 止境 ! 如 何 真正 地 把 新 课 改 的 理念 应 用 到 教 
学 中 去 , 体现 出 学 生 的 主体 地 位 , 培养 其 创造 
性 , 需要 教师 不 断 地 接 索 、 总 结 . 
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3D 课 浓 教学 模式 的 一 次 实践 
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3D 课 兴 教学, 即 “ 发 现 (Discover)、 领 悟 
(Digest), 发 展 (Develop)”*, 是 常州 北 郊 高 级 中 
学 基于 建构 主义 理论 、 发 现 学 习 理 论 和 教育 心 
理学 理论 的 基础 上 提出 的 一 种 新 型 课堂 教学 模 
式 . 3D 课堂 教学 , 就 是 从 情境 或 者 阅读 出 发 ， 
让 学 生 经 历 发 现 知识 的 过 程 , 发 现 问题 , 然后 
通过 自主 学 习 、 互 助 活动 、 全 班 交 流 、 教 师 精 
讲 几 个 环节 , 让 学 生 领 悟 知识 , 最 后 发 展 到 运 
用 知识 解决 新 问 题 和 发 现 新 问题 . 

基于 3D 课堂 教学 模式 , 笔者 开设 了 一 节 
高 三 复习 课 , 授课 对 象 是 第 一 轮 复习 初始 的 文 
科班 学 生 , 内 容 为 az2 十 bz 十 c>0( 或 <0) 形 
式 不 等 式 的 解法 ”. 

1. 教学 实录 

1.1 提出 问题 , 启发 学 生发 现 解 题 方法 

师 : 前 面 我 们 已 经 复习 了 一 元 二 次 不 等 式 
的 解法 , 首先 请 同学 们 回顾 一 元 二 次 不 等 式 解 

生 : 第 一 步 , 二 次 项 系数 化 正 ; 第 二 步 , 求 
根 ( 因 式 分 解 、 求 根 公式 ); 第 三 步 , 写 出 解 集 . 

师 : 如 果 在 不 等 式 中 加 入 参数 , 不 等 式 如 
何 来 解 呢 ?请 同学 们 一 起 来 研究 下 面 的 例题 : 

22 一 和 一 aa 一 th>0. 

给 学 生 一 定 的 时 间 动 手 解 不 等 式 , 请 学 生 
将 解 题 过 程 用 实物 投影 仪 展示 , 并 讲解 如 何 解 
这 个 不 等 式 . 

教师 引导 学 生发 现在 解 含 有 参数 的 不 等 
式 时 , 需要 进行 分 类 讨论 , 讨论 的 标准 是 两 根 
的 大 小 . 

1.2 设计 变 式 , 引导 学 生 领 悟 解 题 规律 

变 式 : az2 一 2 一 (a--1)>0. 

师 : (引导 学 生发 现 ) 变 式 题 中 参数 的 位 置 
发 生 了 什么 变化 ? 参数 出 现在 了 二 次 项 系数 
上 , 它 还 是 一 元 二 次 不 等 式 吗 ? 

生 : 不 一 定 . 禹 要 讨论 ! 
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带 着 思考 , 学 生动 笔 解 题 . 等 大 多 数学 生 
基本 有 了 一 些 思考 和 书写 过 程 之 后 , 教师 和 学 
生 一 起 研究 探讨 如 何 进行 分 类 讨论 , 把 二 次 项 
系数 的 讨论 和 两 根 大 小 的 比较 这 两 个 层次 梳理 
清楚 , 并 在 黑板 上 给 出 完整 的 规范 的 书写 过 程 . 

师 : (引导 学 生 领 悟 ) 例题 和 变 式 题 中 参数 
出 现 的 位 置 不 同 , 这 对 分 类 讨论 有 怎样 的 影 
者? 

生 : 参数 出 现在 二 次 项 系数 上 , 分 类 讨论 
要 考虑 二 次 项 系数 的 正 、 负 、 零 . 参数 出 现在 
一 次 项 和 和 常数 项 上 , 可 以 因 式 分 解 讨论 两 根 大 
小 . 

师 : (引导 掌 生 进一步 领悟 ) 含 参 数 的 不 等 
式 az? 十 bz 十 c > 0( 或 <0) 的 解法 的 步 又 . 

生 : 主要 是 运用 了 分 类 讨论 的 思想 . 第 一 
步 , 二 次 项 系数 的 讨论 ( 正 、 负 、 零 ); 第 二 步 ， 
可 以 利用 因 式 分 解 比较 两 根 大 小 ; 第 三 步 , 写 
出 解 集 . 

1.3 横向 拓展 ,发展 学 生 的 知识 迁移 能 力 

拓展 1: (1) 解 不 等 式 0 0) > 0. 

先 让 学 生 审 题 , 不 动笔 , 然后 讲解 题 思路 . 

生 : 分 式 化 为 整 式 , 讨论 二 次 项 系数 的 正 


， 师 : 这 题 与 变 式 题 一 样 吗 ? 

学 生发 现 将 其 化 为 整 式 后 其 实 就 是 同 
一 题 , 从 而 感受 到 分 式 不 等 式 的 解决 过 程 其 
实 就 是 化 为 整 式 不 等 式 , 解 含 参 数 的 不 等 式 
az2 二 bz 二 ce>0( 或 <0). 

拓展 1: (2) 解 不 等 式 二 一 > 1 

让 学 生动 手 解决 , 请 一 名 学 生 将 解 题 过 程 
用 实物 投影 仪 展示 , 并 进行 讲解 . 学 生 解 题 过 
程 完 全 正确 , 但 是 讲解 比较 简略 , 教师 又 补充 
提 了 几 个 问题 , 让 学 生 将 一 些 细节 都 叙述 消 楚 ， 
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使 其 他 同学 也 都 能 了 解 清楚 . 然后 再 请 同学 感 
悟 拓 展 1 中 两 题 分 式 不 等 式 的 解法 . 

生 : 不 等 号 右边 不 是 0 的 话 先 移 项 、 通 分 ， 
使 得 右边 化 为 0, 然后 将 分 式 化 为 整 式 . 再 讨论 
二 次 项 系数 , 比较 两 根 大 小 

拓展 2: (1) 不 等 式 z2-z-ale-1l)>0 的 
解 焦 为 {2lz > 2 或 x < 一 1}, 求 a 的 值 . 

生 : 解 集 为 {zz > 2 或 z < 一 1}, 相当 于 
不 等 式 z2 一 7X 一 a(a 一 1) > 0 对 应 的 方程 
x2 一 x 一 a(a 一 1) = 0 的 两 个 根 就 是 2 和 一 1, 然 
后 用 韦 达 定理 解 出 a. 

教师 提醒 学 生 , 这 里 涉及 到 一 元 二 次 不 等 
式 、 一 元 二 次 方程 、 二 次 疯 数 三 者 之 间 的 关 
系 , 这 也 是 非常 重要 的 , 需要 好 好 体会 ， 

1.4 纵向 拓展 , 深入 发 展 学 生 逆 向 思维 的 
能 力 
拓展 2: (2) 不 等 式 az2 十 bx 十 c > 0 的 解 
集 为 {xz|2 <zxz<4), 求 co?2 填 bx 十 a < 0 的 解 

生 : 不 等 式 az2 二 bz 十 c > 0 对 应 的 方程 
ax?2 十 bz 十 c = 0 的 两 根 为 2 和 4, 运用 韦 达 定理 
可 以 写 出 两 个 关于 a、b、c 的 关系 式 , 然后 用 
a 表示 b、c, 代入 新 的 不 等 式 中 , 将 a 消去 , 解 
出 不 等 式 . 

教师 一 边 与 学 生 一 起 探究 , 一 边 将 该 题 的 
解 题 过 程 规范 地 书写 在 黑板 上 . 并 对 学 生 的 讲 
解 提出 问题 , 引发 全 班 同 学 的 思考 . 例如 这 里 
为 什么 要 用 wa 来 表示 从 c? 的 正 负 明确 吗 ? 
从 哪里 看 出 来 ? 学 生 敏 感 地 发 现 了 解 集 的 形式 
决定 了 二 次 项 系数 的 正 负 , 教师 对 此 作出 了 高 
度 的 评价 . 

拓展 2: (3) 不 等 式 az2+pzr+c>0 的 解 集 
为 (a,B)(0 < a < PB), 求 不 等 式 cz2 十 bx 十 a < 
0 的 解 集 . 

由 于 有 了 拓展 2(2) 的 解决 , 这 一 小 题 放 手 
给 学 生 自 己 研究 . 请 学 生 展 示 解 题 过 程 并 讲解 ， 
由 其 他 同学 进行 评价 . 

教师 引导 学 生 感 悟 : 已 知 含 参 不 等 式 的 解 
集 , 求 参数 的 值 或 求 男 一 不 等 式 的 解 集 , 通常 
的 解 题 思路 . 

生 : 给 出 解 集 , 就 知道 了 不 等 式 对 应 方程 
的 根 . 运用 韦 达 定理 可 以 表示 出 根 与 系数 的 关 


数学 教学 


11-—19 


系 , 再 代入 到 新 的 不 等 式 中 , 消 元 之 后 不 等 式 
就 可 以 解 出 . 

1.5 总 结 提炼 , 对 学 生 进行 数学 思想 方法 

师 : 本 节 课 我 们 复习 了 什么 内 容 ? 你 发 现 
解 题 方法 了 吗 ? 领悟 到 什么 数学 思想 ? 

生 : 这 节 课 我 们 复习 了 含 参 数 的 不 等 式 
aw? 十 bz 十 c > 0( 或 < 0) 的 解法 , 具体 方法 是 : 
第 一 步 , 二 次 项 系数 的 讨论 ( 正 、 负 、 零 ); 第 
二 步 , 可 以 利用 因 式 分 解 来 比较 两 根 大 小 ; 第 
三 步 , 号 出 解 集 ， 

生 : 这 节 课 我 领悟 到 了 分 类 讨论 的 思想 方 
法 , 友 现 参数 出 现在 不 同 的 位 置 , 分 类 讨论 的 
标准 不 同 . 还 学 会 了 运用 含 参 不 等 式 的 解 集 ， 
求 参 数 的 值 或 求 另 一 含 参 不 等 式 的 解 集 这 种 逆 
向 思维 的 方法 . 

师 : 同学 们 都 总 结 得 很 好 ! 这 节 课 我 们 只 
研究 了 二 次 项 系数 讨论 之 后 可 以 因 式 分 解 的 类 
型 , 而 要 讨论 判别 式 的 情况 则 后 续 再 进行 研究 . 
这 一 组 题 请 大 家 课 后 思考 , 我 们 下 节 课 再 继续 
复习 ， 

课 后 思考 : 

(1) 22 一 2 一 (一 1)>0. 

(2) (ae 一 lz 一 zz 一 > 0. 

2. 教 后 反思 

课堂 教学 是 以 学 生 为 主体 , 教师 为 主导 ， 
不 能 是 单 靠 教师 的 讲授 , 但 也 不 能 忽视 教师 的 
有 效 组 织 和 引导 . 讲授 一 给 予 、 启 发 一 引导 、 
放手 一 自主 这 是 课堂 教学 过 程 中 的 三 个 常态 ， 
如 何 将 这 三 态 有 机 地 结合 到 一 起 , 各 司 其 职 而 
又 相互 促进 , 发 挥 其 最 大 效率 , 是 课 党 教学 中 
我 们 经 常 需要 研究 的 问题 . 针对 本 节 复 习 课 而 
言 , 笔者 认为 学 生 已 经 有 了 一 定 的 解 不 等 式 的 
知识 和 对 参数 进行 讨论 的 能 力 , 首先 应 该 放手 
让 学 生 自 主 探究 , 在 解决 问题 的 过 程 中 自主 发 
现 解法 特征 , 然后 领 司 规 律 , 学 生 不 能 发 现 、 
领悟 的 地 方 教师 适时 地 给 予 启发 、 引 导 , 特别 
困难 的 问题 适当 讲解 、 示 范 . 笔者 在 上 课 过 程 
中 , 在 参数 出 现 的 位 置 与 分 类 讨论 的 标准 的 制 
定 上 适当 做 了 一 些 引导 , 在 既 要 讨论 二 次 项 系 
数 , 又 要 讨论 两 根 大 小 类 型 的 问题 上 与 学 生 一 
起 讨论 并 在 黑板 上 做 了 解 题 示范 , 其 他 环节 大 
本 上 均 由 学 生 自主 完成 . 
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一 论证 "的 一 个 案例 


-一 图 形 计 算 器 在 探索 活动 中 的 应 用 


200062 上 海 市 崇明 县 教学 研究 室 ” 族 为 民 


在 高 中 阶段 , 我 们 研究 了 函数 y = az 十 
? (0 关 0,b 关 0) 的 图 像 与 性 质 , 学 生 被 该 函数 
疼 像 的 美和 研究 过 程 的 乐趣 深 深 地 吸引 . 我 们 
曾 不 断 地 对 它 进行 拓展 研究 , 获得 过 许多 研究 
过 程 的 愉悦 与 有 价值 的 研究 结果 , 其 中 包括 对 
fn(£) = tt 
TI 十 去 人 所 N ) 
的 图 像 与 性 质 的 研究 ， 
、 从 简单 情形 入 手 探索 
我 们 先 从 简单 的 特殊 情形 入 手 , 利用 图 形 
计算 器 , 观察 与 研究 函数 所 (7) 的 图 像 与 性 质 . 
1. 令 n = 1, 对 函数 太 (zz) = 并 十 1 + 二 ! = 的 
图 像 与 性 质 进行 探索 ( 见 图 1). 


1 


本 
ER 


0002 Y=" 


mum 
和 ssn Yas 





从 图 形 上 可 以 看 出 , 水 数 J2(z) 在 区 间 
(-1 0) 和 (1 +oco) 内 分 别 单调 递增 , 在 区 间 
(一 00, 一 1) 和 (0,1) 内 分 别 单 调 递减 ， 函数 在 
(一 00,0) 上 的 值 域 为 [1, 十 oo0), 在 (0, -00) 十 值 
域 为 [5, 十 co), 因此 函数 所 (zx) 值 域 为 [1, 十 00); 
函数 有 两 个 极 小 值 点 为 (一 1,1)、(1,5). 

3. 令 n = 3, 对 函数 fa3(7) = 2 十 ?十 十 


1+ 二 + 方 十 方 的 图 像 与 性 质 进行 探索 ( 见 图 3)， 


村 GOXinUI 四 
Ha",999997 Y=-1 


Wnimom 二- 
P=,99999980 WY=7 





从 图 形 上 可 以 看 出 ,了 淆 数 放 (zx) 在 区 
间 ( 一 00, 一 1) 和 (1,o0) 内 分 别 单调 递增 在 
区 间 ( 一 1,0) 和 (0,1) 内 分 别 单调 递减 ， 值 域 
为 (--o0, 一 1] U [3, 十 co); 图 像 的 对 称 中 心 
为 (0,1); 有 一 个 极 小 值 点 (1 3)、 一 个 极 大 值 
点 (一 1, 一 1); 该 函数 是 非 奇 非 侦 函数 . 

2. 令 = 2, 对 函数 f(z) = z2 十 工 十 1 二 
= + 六 的 图 像 与 性 质 进行 探索 ( 见 图 23) 


记 


从 图 形 上 可 以 看 出 , 函数 所 (zx) 在 区 间 
(一 co0,; 一 1) 和 (1 +oeo) 内 分 别 单 调 递增 ; 在 区 
闻 (-10) 和 (0,1) 内 分 别 单调 递减 ; 函数 在 
(一 00,0) 上 的 值 域 为 (-o00, 一 1]， 在 (0, 二 co) 上 
值 域 为 [7, 十 co), 因此 函数 fa(z) 值 域 为 (oo， 
一 1 U [7, 十 00); 函数 有 极 大 值 点 (一 1, 一 1) 和 极 
小 值 点 (1,7). 

下 面 我 们 对 函数 y = fs(x) 的 单调 性 进行 
证 明 . 
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天 ] 3 _ 二 3 3 
因为 f3(z1) — fa(x2) = (2 1) (a 
1 


了 Z1 72 





十 间 L 和 二 
( 一 1 容易 证 明 , 当 1 < zl < xzo 或 


TT? 
Zz1 < Zz2 < -lH 时 , fs(z1) — (zz) < 0; 当 
0<z< zr < 1 或 -1 < Yi < xr2 < 0 时 , 
f3(71) — f3(x2) > 0. 

即 调 数 y = fsa(z) 在 区 间 (--1,0) 和 (0, 1) 
上 单调 递减 ; 在 区 间 (-co,-1) 和 (1， 上 +eo) 上 
单调 递增 . 

用 相 则 的 方法 可 以 探究 函数 y = 户 (z), 函 
数 y = 卢 (z), 珊 数 y = fe(7x),………: 的 图 像 与 
性 质 . 

二 、 通 过 归纳 , 猜想 函数 y 二 f, (zx) 的 一 
般 性 质 

在 对 y = 有 (2), y = f(z), y = f3(z) 的 
图 像 与 性 质 进行 研究 后 ,我 们 发 现 nw 为 奇数 
与 偶数 时 , 图 像 有 明显 的 不 同 , 因此 借助 于 
图 形 计 算 器 , 进一步 作出 n= 1,3,5,7 与 n = 
2,4,6,8 寺 的 图 像 ( 见 图 4), 这 时 可 以 很 清楚 地 
观察 到 函数 (7)(n e N?) 的 图 像 具 有 两 种 不 
同 的 情形 , 试 归纳 出 定理 . 





no 
图 4 
定理 当 n 为 奇数 时 ， 所 (Xx) = Zr 十 2nml 
1 1 1 
十 `… 十 2 十 上 十 二 十 :十 二 1 十 一 在 
也 7 


区 间 (-10) 和 (0， 1) 上 分 别 单调 递减 在 区 
间 (一 00, 一 1) 和 (1, 十 o0) 上 分 别 单调 递增 , 值 域 
为 (一 co, -HU [2n 十 1, 二 co). 

当 n 为 侦 数 时 ， 所 (XT) = xz" 十 2zm 1 十 
二 二 二 十 二 二 在 区 
间 ( 一 00, 一 1) 和 (0,1) 分 别 单调 递减 ， 在 区 
间 ( 一 1,0) 和 和 (1, 二 co) 分 别 单调 递增 值 域 
为 [1, +o00). 

三 、 根 据 函 数 单调 性 定义 进行 严格 证 明 

为 了 叙述 方便 , 我 们 将 上 述 定 理 分 成 三 襄 
分 : 
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1) 当 z > 0 时 ， 记 (x) 在 区 间 (0,1) 单 
调 递减 ， 在 区 间 (1,+eo) 单 调 递增 ， 值 域 为 
[27 十 1, 十 co); 

2) 当 z < 0 且 了 为 奇数 时 ， 户 (z) 在 区 间 
(一 1,0) 单调 递减 , 在 区 间 (一 00, 一 1) 单调 递增 ， 
值 域 为 (一 00, 一 1j; 

3) 当 z < 0 且 n 为 偶数 时 ， f(x) 在 区 间 
(一 0, 一 1) 单调 递减 , 在 区 间 (一 1,0) 单调 递增 ， 
值 域 为 [1, 十 oo0). 

证 明 : 1) 利用 数学 归纳 法 . 

(i) 当 n 二 1 时 ， 易 证 函数 y = z 十 1 十 二 在 
区 间 (0,1) 单 调 递 减 , 在 区 间 (1, +eo) 单调 递 
增 ; 值 域 为 [1, +oce)， 

(ii) 假设 当 n = k(k € N*) 且 当 x > 
0 时 ， f(z) 在 (0,1) 单调 递减 , 在 (1, +eo) 单调 
递增 , 值 域 为 [2k 十 1, 十 oo). an 二 上 十 1 时， 
frti(T) = fr(7) + Zr+ti 十 A i， 任 取 0 < 
T1 < Z2 < 1, frri(7z1) 一 ferl(z 2) = fk(z1)— 


f(a) + (ott ah!) (1— Er Fr ET) > 0 成 
2 
YY, 所 以 晃 数 fk+1(2) 


区 间 (0, 1) 单调 递减 . 
综 上 可 得 , 函数 万 (z) 在 区 间 (0, 1) 单调 递 





一 大 (zZ) 十 ZKAT+1 十 Er 在 


同 理 , 肾 数 fn(z) = x” + Zn 一 1L 十 .十 十 
1+ +… 在 区 间 (1, +eoe) 单调 递 





增 . 所 以 当 z > 0 时 , 函数 的 值 域 为 [FL) ,+co)， 
即 [2n + 1, 十 ce). 


2) 因为 f(T) = z 刀 十 Zn 十 … 十 了 十 1 十 
1 1 1 (1 一 zxz2n+1) 
zt nl i in (a) 当 n 为 三 


数 且 一 ] < zl < ze < 0 时 ， 
fn(71) 一 户 (zz) = [(z2 — XP?!) (rr2n 一 

1) + (zg — 29)(1 — zolz2+ /1 — 1)(1 - 
2Z2)2ZP28] > 0, 
当 一 1 < xz<z <0 时 , 户 (zi) — f(x2) > 
0; 当 z1 < x2 < 一 时 ， jJn(zl) 一 fn(22) < 
0， 即 当 z < 0 县 nn 为 奇数 时 ， 拨 (z) 在 区 
间 (一 1,0) 单 调 递 减 , 在 区 间 (-o0, 一 1) 单调 北 
增 , 值 域 为 (一 ce, 一 1]. 

(下 转 第 11 -49 页 ) 
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平面 几何 问题 的 升 维 处 理 


325204 ”浙江 省 瑞安 市 塘 下 中 学 ” 叶 反 虎 


降 维 法 是 解决 立体 几何 问题 的 常用 方法 ， 
它 的 反面 一 - 升 维 法 , 也 能 创设 新 的 数学 情境 ， 
充分 暴露 问题 的 本 质 、 结 构 , 使 得 规律 尽 收服 
底 . 

一 、 证 共 线 点 

在 立体 几何 中 , 利用 “两 个 平面 的 公共 点 
共 线 * 很 容易 地 处 理 一 类 共 线 点 问题 , 一 个 自 
然 的 问题 是 : 能 否 利用 它 解决 平面 几何 中 的 共 
线 点 问题 ? 由 此 可 得 升 维 处 理 法 : 即 设 法 构造 
另 一 平面 , 使 点 所 在 的 直线 为 两 个 平面 的 交 线 ， 
然后 说 明 要 证 的 点 是 它们 的 公共 点 . 

例 1 设 X YY、G 分 别 是 AAABC 三 边 
BC、C4、4 忆 所 在 直线 上 的 点 , 则 它们 共 线 
BX CY 42 

的 充 要 条 件 是 TG VA FFB = 一 1 

证 : (充分 性 ) 设 A4BC 所 在 平面 为 a, 分 
别 过 点 A、B、C 作 与 平面 a 垂直 的 线段 AA'、 
BB'、CCO', 使 

BB’ BX C0 Cr 

CC XO’'A4A’ YAh 
 ( 当 点 半 在 BC 上 ， 则 BB'、CC' 在 平面 a 的 
两 侧 , 不 然 为 同 侧 , 其 余 类 似 , 如 图 1). 


A 





… 反 针 、Y 分 别 在 直线 B'C'、C’Ah' 上 ， 
此 时 








44 ”CC Ad’ XGO YA 
“点 2 在 直线 AB 上 . 
设 入 4'B'C" 所 在 平面 为 6, 则 X、Y、Ze 


又 X.Y、 ea 克基 、Y、Z 三 点 共 线 . 


(必要 性 ) 车 叉 、Y、2Z 闪 线 于 1, 则 过 4 作 
平面 6 使 之 不 与 平面 w 垂 直 . 分 别 过 点 4、B、 
C 作 垂直 于 平面 w 的 直线 依次 交 平 面 6 于 点 
A、B'、C', 由 三 角形 的 相似 性 不 难得 

BX BB CY CO 

XC CC YA AA’”’ 

AZ AA’ 

2B BB’ 

由 三 者 相 乘 即 得 结论 . 

从 该 例 可 见 , 利用 升 维 法 处 理 共 线 点 问题 
显得 方便 、 快 捷 . 又 如 在 三 维 空间 中 俯视 笛 沙 
格 (Desargues) 定理 :“ 若 两 三 角形 的 对 应 顶点 
连 线 交 于 一 点 , 则 对 应 边 的 交点 共 线 ”, 即 “ 三 
校 维 的 一 个 截面 与 底面 相交 于 一 条 直线 (如 
图 2)”, 此 时 显得 如 此 显然 , 并 也 易于 发 现 它 与 
例 1 的 内 在 联系 . 








例 2 在 平面 上 任意 作 三 个 半径 互 不 相等 
且 互 不 相交 的 圆 , 对 每 两 个 圆 作 出 它们 的 两 条 
外 公 切 线 的 交点 (如 图 3), 求证 这 三 个 交点 共 
线 . 


图 3 
分 析 : 分 别 作 以 这 三 个 圆 为 大 圆 的 三 个 球 ， 
原来 的 三 对 外 公 切 线 现 在 为 三 个 阅 锥 的 母线 ， 
此 时 三 个 圆锥 中 每 一 个 都 正好 放 进 两 个 球 . 三 
个 圆锥 顶点 在 三 个 球 心 所 在 平面 wc 上 . 
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又 设想 一 平面 5 搁 在 三 个 球 上 与 三 个 球 
都 相 切 , 从 而 也 与 三 个 圆锥 相 切 , 所 以 三 个 圆锥 
顶点 必 在 平面 8 上 , 即 三 顶点 在 平面 a、B 的 
交 线 上 , 即 三 顶点 共 线 . 
二 、 证 共 点 线 


共 点 线 问 题 可 转化 为 “点 在 直线 上 ”问题 ， 


利用 “两 平面 的 公共 点 在 两 平面 的 交 线 上 ”, 类 
似 于 共 线 点 问题 可 加 以 升 维 处 理 . 

例 3 如 图 4, 在 直角 梯形 ABCD 中, DC 
> AB, AB= BO, ABAD= ACDA=90°, 点 
琅 、 下 分 别 为 4D、CD 的 中 点 ，AGJ1LBE、 
DHLIEF、CL1BF, 点 G、 万 元 分 别 为 焉 在 . 
求证 : AG、DH、CL 三 线 共 点 . 


图 4 
证 : 由 条 件 可 知 , 沿 ABEF 的 三 边 把 
人 BEA、 人 EFD、AFBC 折 起 , 使 点 4、D、C 
重合 于 点 了 P, 则 AG、DH、CL 分 别 为 三 校 维 
P 一 BEF 的 斜 高 PG、PH、PL. 
作 三 棱 维 已 - BFEF 的 高 PO, 则 OG 是 斜 


商人 克 和 0 由 三 垂 线 定理 得 OCL 


于 是 在 原平 面 内 4G 与 OG 共 线 , 即 AG 
过 点 

同 理 万 瓦 、CZ 过 点 O. 

因此 AG、D 瑟 、CL 三 线 共 点 . 

说 明 : 此 处 条 件 “ 直 和 角 梯 形 ” 可 以 放宽 , 只 
多 能 折 成 三 棱锥 的 任 一 四 边 形 都 可 以 . 对 于 其 
备 什么 样 条 件 的 四 边 形 才能 折 成 三 棱锥 , 有 符 
进一步 探讨 . 

三 、 证 线段 相等 

正 棱 锥 的 侧 楼 ( 斜 高 ) 相等 , 圆 维 的 母线 相 
等 , 注意 到 这 一 事实 , 可 以 解决 一 些 平面 中 的 
线段 相等 问题 . 

例 4 (1989 年 加 拿 大 IMO 训练 题 ) 玉 为 
锐角 A4BC 的 垂 心 万、 五 、 巨 分 别 为 BC、 
C4、4 巨 的 中 点 ,一 个 以 点 严 为 圆心 的 圆 交 
DE 于 P、 Q@, 交 EF 于 R, S$,XFDTT UV. 
证 明 : CP=0C8= AR= 4S= BT= BU. 

分 析 : 由 万 、 瓦 、 五 为 锐 和 前 A4BC 三 边 的 
中 点 可 知 ]: 将 和 人 AEF、 人 入 BFD、 人 CDE 翻 折 
可 使 A、B、C 卉 合 于 点 4' (如 图 5)， 则 欲 证 
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的 六 条 线段 长 即 为 4 到 相应 各 点 的 距离 ， 而 
这 六 点 在 @ 瑟 上 , 于 是 只 \ 需 证 以 入 为 项 点 , 以 
OE 为 底 的 几何 体 为 贺 锥 . 





图 5 
事实 上 , 设 平面 融 中 的 4 五 交 EFR 于 点 人 G， 
则 直线 4 在 翻 折 后 为 4' - DEF 的 斜 商 及 其 


在 底面 的 射影 

故 EFlL 平 面 A4'GH, 从 而 4HLEF.. 

同 理 A 五 LFD. 所 以 4HLl1L 懈 面 DEF. 

故 以 A' 为 顶点 ,© 瑟 为 底 的 几何 体 为 贺 
锥 . 

此 时 要 证 明 的 六 条 线段 为 这 圆锥 母线 , 所 
以 结论 成 立 . 

四 、 解 决 与 椭圆 有 关 问 题 

压缩 变换 可 使 椭圆 问题 进行 加 化 处 理 , 而 
其 直观 的 几何 模型 是 “圆柱 上 的 截面 与 底面 的 
变换 关系 ", 利用 它 可 将 一 些 椭圆 问题 加 以 升 
维 处 理 . 

例 5 试 求 顶 圆 安 + 捷 = 二 1 的 内 接 nn 边 
形 的 面积 3 的 最 大 值 . 

分 析 : 如 图 6, 构造 底面 半径 为 的 圆柱 ， 
截面 椭圆 的 长 、 短 轴 上 长 分 别 为 24、25, 椭 较 内 
接 交 边 形 A1A2…An 在 圆柱 底面 上 射影 为 阅 
内 接 m” 边 形 Bl1Bo:……B), 显然 截面 与 底面 的 夹 
角 余 纺 值 为 2, 车 记 n 边 形 B1B2…Bn 的 面积 


为 5 则 出 而 各 和光 填 天 Ss= (= )3/ 





所 以 和 欲 使 8 最 大 只 要 8 最 大 而 
加 内 接 n 边 形 的 面积 是 以 正 ? 边 形 面积 
2 为 最 大 ， 


因此 Smax 一 一 absin 乞 . 
2 n 


六 sin < 
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巧妙 进行 空间 转化 解决 与 棱 相 切 的 球 半径 问题 


073000 


在 对 立体 几何 中 的 “ 切 、 接 球 ” 问 题 进行 
复习 时 , 笔者 发 现 学 生 对 球 与 棱 相 切 问 题 感到 
有 些 吃 力 , 下 面 就 两 个 典型 的 球 与 楼 相 切 问 题 
进行 分 析 , 与 读者 探讨 . 

例 1 将 一 个 钢 球 置 于 6 根 长 度 为 v6 米 
的 钢管 焊接 成 的 正四 面体 钢 架 内 , 那么 这 个 钢 
球 的 最 大 体积 为 米 3. 

- 和解 : 四 面体 各 棱 长 相等 , 因此 钢 球体 积 最 
大 时 即 为 与 各 条 棱 相 切 时 ， 且 切 点 为 楼 的 中 
点 ( 即 与 各 表面 正三 角形 相 内 切 的 圆 的 切 点 ). 





图 2 


法 一 : 如 图 1 所 示 ， 原 问题 转化 为 求 
由 EFGE1FiG1 构 成 的 正八 面体 的 外 接 球 
问题 ， 即 求 如 图 2 所 示 的 正四 棱锥 已 一 
BGIRG 的 外 接 球 的 体积 . 设 球 心 为 D, 球 的 
半径 为 RR 即 OG = R, 由 题 意 可 得 BG = 
EF = 与 ， 利用 直角 AOOIG、 直 角 AFOICG 
可 得 


河北 定 州 中 学 赵 立 红 


FO?+O1G? = FG?, 00?+O1G2 = OG2， 
其 中 OG = OF = RR, 可 得 


. ( 准 - ) + (FRR 


法 二 : 如 图 3， 原 问题 可 转化 为 求 过 
EFGBIRGI 六 点 的 外 接 球 进而 转化 为 
图 4 中 求 以 AEFG 和 A 人 以 忆 Gi 外 接 圆 为 上 
下 底 的 贺 柱 的 外 接 球 问题 , 则 球 心 为 线段 
O10s 的 中 点 O， 

设 尽 = 0G, 正四 面体 4BCD 的 高 为 h, 


有 (VO? 一 (V6x 半 x2) = 避 , 所 以 b=2 


a 0.0=ih t= (+( RG) 


Jp_ V3 _ 4 /V3\3 V3 
所 以 R= -7 ， Tosx = 37() 一 
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例 2 如 图 5 所 示 , 把 一 个 皮球 放 入 由 8 根 

长 均 为 20cm 的 铁丝 接 成 的 四 棱锥 形 骨 架 内 ， 

使 皮球 的 表面 与 8 根 铁丝 都 有 接触 点 , 则 皮球 
的 半径 为 cm， 





解 : 由 题 意 分 析 可 得 , 皮球 与 四 棱锥 的 切 
点 为 各 棱 中 点 , 问题 为 求 过 EFGHEIFIGIHI 
八 点 的 外 接 球 问题 可 转化 为 图 6 中 国 台 
O10s 的 外 接 球 半径 点 OO 在 O10 上, 不 妨 
设 O0 = zx, 则 OO0? + OIH? = OH? = R?, 
O08+028? = OF? = Re, O0102 = 3PO1, 由 
条 件 可 得 PO = \/20? - (10V2)? = 10V5cm， 
O1H = 10cm, OH = 5V2cm, 可 解 得 z = 0， 
即 Oi 为 球 心 , 则 球 的 半径 为 10cm. 





变 式 : 高 为 2 的 四 楼 锥 $S 一 4BCD 的 


底面 是 边 长 为 1 的 正方 形 , 点 S、4、B、C、D 
均 在 半径 为 1 的 同一 球面 上 , 则 底面 A4BCD 的 
中 心 与 顶点 5 之 间 的 距离 为 ___. 


解 : 法 一 如 图 7, 可 得 点 互 为 球 心 , EB5 = 
EB = 1， 由 RtAESM、RtAEBO 可 得 ， 
EM? + SM? = ES?, EQ? + BO* = EB?. 
MO = 2 不 妨 设 EM = z, 球 的 半径 为 1, 则 
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Z2 十 SAM2 = 1， 
有 vv5E \2 1 可 得 SM = 4 
( +z) 十 了 1 4 


法 二 : 如 图 8, 设 四 棱锥 SS 一 ABCD 的 
外 控 球 球 心 为 E, 底面 4BCD 的 中 心 为 O， 
则 OEl 平 面 ABCD, 在 RtAEOC 中 , EC = 


1,OC = 2 得 EO = VEC?— OC? = 2 
因为 四 楼 锥 8 _ ABCD 的 高 为 SH 二 2 
SH/EO, PUSH = 


SMLEO 交 EO 于 点 M, 则 EM = 在 
RtAEMS 中 , ES = 1, 


MS= VES:— EM?= 2 


所 以 
了 
on = VE 


7 1 
一 一 一 一 二 1， 
OS = VOH:+ SH Vast+s 1 





综 上 , 此 类 问题 最 终 多 是 转化 为 与 多 面体 
的 项 点 相 接 问题 , 转化 的 关键 是 充分 利用 球 心 
和 项 点 构造 直角 三 角形 , 利用 勾 股 定理 来 解决 
长 度 问题 . 


了 IT 一 20 
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图 形 的 滚动 


246736 ”安徽 安庆 枞 阳 浮 山中 学 ” 章 礼 搞 


图 形 的 滚动 问题 是 近年 中 考 中 比较 引 人 
注目 的 一 个 问题 , 突出 表现 在 它 的 解决 比较 难 ， 
很 多 考生 在 短 时 间 内 难以 找到 解 题 思 路 .下面 
就 中 考 中 出 现 的 几 例 进行 剖析 和 推广 . 

一 、 方 形 的 滚动 


方形 的 滚动 在 中 考 中 多 以 正 多 边 形 为 主 ， 


而 且 多 以 顺 时 针 为 主 , 并 且 近 年 出 现 的 多 是 求 
扫 过 的 面积 , 

例 1 (2011 年 桂林 市 中 考 ) 如 图 1, 将 边 长 
为 & 的 正六 边 形 4i4243444546 在 直线 ; 上 由 
图 1 左 的 位 置 按 顺 时 针 方 向 向 右 作 无 滑动 滚 
动 , 当 4i 第 一 次 滚动 到 图 1 和 右 的 位 置 时 , 顶 
点 41 所 经 过 的 路 径 的 长 为 ( ) 





(A) 2 ero 0 (B) SHAVSro; 
0 a D) ro 


[分 析 ] 本 例 主要 考查 弧 长 的 计算 、 正 多 
边 形 和 圆 、 旋 转 的 性 质 , 连结 41A4s5、A41i44、 
4143， 作 46CL4145， 利用 正六 边 形 的 性 质 
分 别 计算 出 4144 一 2a， 4145 一 4143 一 
V3a, 而 当 点 hi 第 一 次 滚动 到 图 2 位 置 时 , 顶 
点 1 所 经 过 的 路 径 分 别 是 以 点 46，45，44， 
A3, 42 为 阅 心 , 以 a,，V3a, 24a, V3a, a 为 半径 ， 
阅 心 角 都 为 60° 的 五 条 弧 , 然后 根据 弧 长 公允 
进行 计算 即 可 . 

解 : 连结 A145，A1A4，A143, 作 46CL 
4145, 牌 足 为 点 C, 如 图 1. 

ii 


43 A4 A4 As 





直径 , 其 长 为 A1Ant2 一 


“六 边 形 414243444546 为 正六 边 形 ， 

“4144 = 2a, 人 .414645 = 120°, 

LCA1As = 30°, 

“. AeC = 5 41C = 2 

. AiAs = A As 一 可 

当 点 41 第 一 次 滚动 到 图 2 位 置 时 ， 顶 点 
41 所 经 过 的 路 径 分 别 是 以 点 46，45，44，43， 
Az 为 圆心 , 以 e, V3a, 2a, V3a, a 为 半径 , 圆心 
角 都 为 60° 的 五 条 弧 ，. 

.顶点 4 所 经 过 的 路 径 的 长 = 








60.7r.a . 60 .5: V3a 60 .x . 20: 
180 180 180 

60.7. V3a 60-.7.: 4 十 2V3 、 
180 十 一 80 一 一 9 To 改选 





(A). 
[点 评 ] 本 题 考查 了 弧 长 公式 : ! = 


7 本 人， 也 考查 了 正六 边 形 的 性 质 以 及 旋转 


的 性 质 . 

| 推广] 将 边 长 为 a 的 正 n%w 边 形 4142z4344 
4546 '… 4 在 直线 /上 由 图 1 左 的 位 置 按 顺 时 
针 方 向 向 右 作 无 滑动 滚动 , 当 点 41 第 一 次 滚 
动 到 图 1 右 的 位 置 时 , 顶点 hi 所 经 过 的 路 径 的 
长 为 多 少 ? 

解析 : 我 们 可 以 直接 扣 住 半径 、 弦 心 距 和 
半 弦 长 构成 直角 三 角形 来 解决 . 分 为 两 类 : 

(1T) 当 nw 为 偶数 时 , 其 对 角 线 中 A1Anjz 是 





0 
. 180° 
sin 





AlAniz+1 二 AiAnt2_1 一 acot 


本 和 4 


和 人才 人 
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k o 
Q COS (= . 180 ) 


180° (k=1,2,. 





sin 


所 以 所 有 强 发 之 和 为 
训 Cos (2180°). 
nsin 一 一 


Le 





QCOS 


— 80 1805-， 。。。 
SIn 


AlAnt 一 AlAnts = 





4 人 at 一 人 人 aaA+1A 
acos( 一 (+9)) 
. 180° 1 
sin 
n 





LS (大 十 人 





4anx 再 
a0 805 三 cos + 
nsin 


则 所 有 弧 长 : 








例 2 (2011 年 北京 市 高 考 ) 如 图 2 放置 的 
边 长 为 1 的 正方 形 P4BC 沿 z 轴 滚动 . 设 顶 
点 P(z,y) 的 轨迹 方程 是 zy = f(x), 则 f(z) 的 
最 小 正 周 期 为 ; y = f(z) 在 其 两 个 
相 邻 零点 间 的 图 像 与 z 轴 所 围 区 域 的 面积 
为 








图 2 


分 析 :“ 正 方形 P4BC 沿 z 轴 滚动 "包括 
沿 z 轴 正方 向 和 沿 z 轴 负 方 向 滚动 . 沿 z 轴 正 
方向 滚动 指 的 是 先 以 顶点 4 为 中 心 顺 时 针 族 
转 ， 当 顶点 BB 洲 在 z 轴 上 了 时， 再 以 顶点 B 为 
中 心 顺 时 针 旋 转 ， 如 此 继续 . 类 似 地 ,正方 
形 PABC 可 以 沿 > 轴 负 方 向 滚动 ._ 

解析 : 不 难 想 象 从 某 一 个 顶点 (比如 
4) 落 在 z 轴 的 时 候 开 始 计算 , 到 下 一 次 点 4 沙 
在 z 轴 上 上， 这 个 过 程 中 四 个 顶点 依次 落 在 
了 z 输 上 ， 而 每 两 个 顶点 间距 离 为 正方 形 的 
边 长 1， 因 此 该 函数 的 周期 为 4 下 面 海 察 
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点 尸 的 运动 轨迹 , 不 妨 考 察 正方 形 向 右 深 动 ， 
点 已 从 zx 轴 上 开始 运动 的 时 候 , 首先 是 围绕 
点 4 运动 > 个 圆 , 该 圆 半径 为 1, 然后 以 点 五 为 
中 心 , 滚动 到 点 C 落 地 , 其 间 是 以 BP 为 半径 ， 
旋转 90°, 然后 以 点 C 为 圆心 , 再 旋转 90°, 这 时 
候 以 CP 为 半径 , 因此 最 终 构成 图 像 如 图 3. 





图 3 


因此 不 难 算出 这 块 面积 为 x 十 1. 

[推广 ] 车 是 PA = PC = a 的 矩形 ， 
点 书 起 始 在 z 轴 上 . 可 知 周期 是 2(a 十 ), 则 一 
周期 内 与 > 轴 围 成 的 面积 为 (oa2 + 2)5 + ab. 

二 、 圆 的 滚动 

例 3 (2011 年 河北 省 中 考 ) 如 图 4 至 图 7 
中 ,两 平行 线 A4AB、CD 间 的 距离 均 为 6, 点 AM 
为 4B 上 一 定点 . 思考 : 如 图 4, 圆心 为 O 的 半 
圆 形 纸 片 在 4B、CD 之 间 (包括 4B, CD), 其 
直径 MN 在 4B 上 , MN = 8, 点 PP 为 半圆 上 
一 点 , 设 ZMOP =a. 当 aw=- _ 度 时 , 点 
已 到 CD 的 距离 最 小 , 最 小 值 为 


图 4 
探究 一 : 在 图 4 的 基础 上 上， 以 点 好 为 旋 
转 中 心 , 在 4 中、CD 之 问 顺 时 针 旋 转 该 半 
圆 形 纸 片 ,直到 不 能 再 转动 为 止 如 图 5， 





得 到 最 大 旋转 角 人 LBMO = 度 ， 此 时 
点 NN 到 CD 的 距离 是 





探究 二 : 将 如 图 4 中 的 户 形 纸 片 NOP 按 
直面 对 cx 的 要 求 剪 掉 ,， 使 月 形 纸 片 MOP 绕 
点 MM 在 AB、CD 之 间 磊 时 针 旋 转 . 
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(1) 如 图 6, 当 a = 60°? 时 , 求 在 旋转 过 
程 中 , 点 也 到 CD 的 最 小 距离 ,并 请 指出 旋转 
角 LZBMO 的 最 大 值 ; 


图 6 


(2) 如 图 7， 在 扇形 纸 片 MOP 旋 转 过 
程 中 , 要 保证 点 己 能 落 在 直线 CD 上 ， 请 确 
定 a 的 取 值 范围 . 


图 7 
-Er | 站 3 3 
(参考 数 柚 : sin 49。 = A cos 41° = IT 
3 
DO 
tan 37 =7.) 


分 析 : 本 例 主 要 考查 直线 与 圆 的 位 置 关 
系 、 点 到 直线 的 距离 、 平 行 线 之 间 的 距离 、 旋 
转 的 性 质 、 解 直角 三 角形 . 根据 两 平行 线 之 间 
垂 线段 最 短 以 及 切线 的 性 质 定理 , 直接 得 出 答 
案 . 

探究 一 : 根据 MN = 8, MO = 4, 即 可 
得 出 最 大 旋转 角 人 LBMO = 30°, 此 时 点 N 到 
C 的 距离 是 2， 

探究 二 : (1) 由 已 知 得 出 点 M 与 点 PP 的 距 
离 为 4, 当 PM1LAB 时 , 点 PP 到 4B 的 最 大 距 
离 是 4, 从 而 点 己 到 CD 的 最 小 距离 为 6 4 二 
2, 好 可 得 出 BA7O 的 最 大 值 ; 
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(2) 分 别 求 出 a 最 大 值 为 LOMH 十 
LOHM = 30? 十 90? 以 及 最 小 值 w= 2Z<MOH,， 
即 可 得 出 a 的 取 值 范围 . 

([ 解 ]: 思考 : 根据 两 平行 线 之 间 生 线段 最 
短 , 直接 得 出 答案 , 当 a = 90? 时 , 点 P 到 CD 


的 距离 最 小 ， 
‘* MN =8, 
。。 OP 一 4, 


点 也 到 CD 的 距离 最 小 值 为 6 一 4 = 2. 

故 答案 为 : 90, 2; 

探究 一 : “” 以 点 JM 为 旋转 中 心 , 在 AB、 
CD 之 间 顺 时 针 旋 转 该 半圆 形 纸 片 , 直到 不 
能 再 转动 为 止 , 如 图 5， 设 该 半圆 与 CD 的 
接触 点 为 Y， 则 YY 为 半 六 的 切 点 ， 设 直 
线 YO 与 4B 交 于 点 U. 

‘“* MN = 8, MO = 4, OY = 4, 

“. UO = 2, 

“ 得 到 最 大 旋转 角 LBJMO = 30 度 , 此 
时 点 NN 到 CD 的 距离 是 2 

探究 二 : (1) 由 已 知 得 出 点 M 与 点 己 的 距 
离 为 4. 

… 当 PM14B 时 , 点 P 到 4B 的 最 大 距 
离 是 4, 从 而 点 了 到 CD 的 最 小 距离 为 6--4 = 
2. 

当 扇 形 MOP 在 4B、 CD 之 间 旋 转 到 不 
能 再 转 时 , MP 与 4B 相 切 , 此 时 旋转 角 最 大 ， 
LBMO 的 最 大 值 为 90°; 

(2) 如 图 6, 由 探究 一 可 知 , 点 P 是 MP 
与 CD 的 切线 时 , a 达到 最 大 ， 即 OP1LCD， 
此 时 延长 PO 交 A4B 于 点 及 a 最 大 值 为 
ZOMH + LOHM = 30° + 90° = 120°. 

如 图 7,， 当 点 PP 在 CD 上 日 与 4B 距 离 最 
小 时 , MPJLCD, a 达到 最 小 . 

连结 MP, 作 HOLMP 于 点 占 , 由 垂 径 定 
理 得 出 MH = 3. 在 REAMOH 中 , MO = 4, 


。 _MH 3 
.。 sin AMOH = px = 4: 


.. CMOH = 49°. 

“0= 2ZMOH., 

“ Qa 最 小 为 98°, a 的 取 值 范围 为 98° < 
C < 120°., 

[点 评 ]: 此 题 主 要 考查 了 切线 的 性 质 定理 
以 及 平行 线 之 间 的 关系 和 解 直 骨 三 角形 竺 知 
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识 , 根据 切线 的 性 质 求 解 题 目 是 初中 阶段 的 重 。 半圆 的 弧 长 ) 加 上 50,， 由 已 知 得 贺 的 半径 为 2， 


点 题 型 , 此 题 考查 知识 较 多 , 综合 性 较 强 , 要 注 ops eam de (90+90) .2 


例 4 (2011 年 兰州 市 中 考 ) 已 知 一 个 半圆 
形 工件 , 未 搬 动 前 如 图 8 所 示 , 直径 平行 于 地 
面 放置 , 搬 动 时 为 了 保护 圆 弧 部 分 不 受 损伤 ， 
先 将 半圆 作 如 图 所 示 的 无 滑动 翻转 ,使 它 的 
直径 紧 贴 地 面 , 再 将 它 沿 地 面 平移 50 米 , 半 
圆 的 直径 为 4 米 ， 则 冰心 O 所 经 过 的 路 线 上 长 
是 米 . 








所 以 圆心 所 经 过 的 路 线 长 =(2r+ 
， 50) 米 . 
图 8 以 上 就 这 儿 类 滚动 翻转 问题 进行 了 齐 析 ， 
解 : 由 图 9 可 知 , 贺 心 先 向 前 走 O102 的 。 ”但 滚动 翻转 的 图 形 很 多 , 我 们 在 解决 时 , 一 定 
长 度 即 为 四 分 之 一 圆 的 周 长 , 然后 党 着 浙 。 要 抓 住 一 点 , 即 明确 每 次 滚动 翻转 中 谁 作 加 
O20s 旋 转 了 阅 的 周 长 , 最 后 向 右 平移 56 米 ，。 心 (或 中 心 ) 对 应 轨迹 中 谁 作 半径 ; 其 次 要 先 
所 以 圆心 总 共 走 过 的 路 程 为 圆周 长 的 一 半 ( 即 。” 绘 出 草图 , 这 样 解决 起 来 也 就 方便 多 了 . 





(上 接 第 11-1 页 ) Education)》 杂 志 发 表 的 文章 中 他 阐述 了 思维 


用 的 研究 , 后 来 发 表 在 1997 年 《数学 学 习 》 是 一 种 感官 的 借助 符号 进行 反省 的 夹杂 者 动 
杂志 上 的 “关于 心理 学 、 历 史 认识 论 与 数学 教 。 作 、 手 势 和 动脑 的 活动 的 观点 , 在 2008 年 《 数 
学 : 走向 数学 的 社会 文化 史 (On psychology， 学 教育 中 的 符号 学 》 (Semiotics in Mathemat- 
historical epistemology, and the teaching of ics Education) 一 书 中 , 他 有 一 章 论述 了 学 习 是 
mathematics: Towards a socio-cultural history 知 (knowing) 和 成 为 (being) 互相 交织 的 过 程 . 
of mathematics)”，1990 年 代 后 期 他 继续 研究 ， “Luis Radford 有 超过 170 篇 的 出 版 物 其 中 很 
运用 Vygotsky、Bakhtin 以 及 Voloshinov 等 人 多 都 经 常 被 引用 , 这 不 仅 表 明 他 的 研究 多 产 ， 
是 用 来 调查 学 生 使 用 符号 的 方式 ， 尼 受 泽 Luis Radford 获 得 了 Laurentienne 大 学 


他 们 初次 接触 将 模式 代数 一 般 化 时 赋 了 符 or 企 诺 下 三 各 木 出 骆 向 在 Onn 年 
吕 恋 义 的 方式 ， 到 目前 为 止 他 引用 率 最 高 2004 2005 年 度 的 研究 杰出 奖 , 也 在 2005 年 


学 习 (Mathematical Thinking and Learning)» 会 多 人 的 研究 话 昌 连续 二 次 部 在 加 六 
杂志 上 的 “手势 、 说 话 与 符号 的 萌芽 : 从 符 社会 科学 和 人 文 研 究 理事 会 (教育 1) 的 评比 
号 文化 角度 研究 学 生 如 何 一 般 化 (Gestures， (2004--2007 年 、2007-2010 年 和 2010 至 2013 
speech, and the sprouting of signs: A semiotic- 年 ) 中 排名 第 一 . 


cultural approach to students’ types of gener- 总 之 ，Luis Radford 启 得 2011 年 Hans 
alization)”， 之 后 他 在 符号 -文化 学 习 理 论 上 ”Freudenthal 奖 当之无愧 . 
的 贡献 可 以 看 他 新 近 发 表 的 文 音 , 如 2010 年 资料 来 源 : 


在 《数学 教育 研究 (Research in Mathematics http://www.mathunion.org/icmi/news 
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构造 函数 证 明 一 类 数列 和 型 不 等 式 


435000 


我 们 把 形 如 入 f(k) < c (ce 为 常数 ) 或 
k=1 
六 J(k) < g(n) 的 不 等 式 称 为 数列 和 型 不 等 
类 一 1 


去. 数列 和 型 不 等 式 的 证 明 是 中 学 数学 的 重点 
利 难点 之 一 , 通常 在 竞赛 和 高 考 压轴 试题 中 出 
现 . 此 类 不 等 式 往往 用 数学 归纳 法 、 放 缩 法 处 
理 , 技巧 性 较 强 , 学 生 在 短 时 间 内 难以 解决 . 下 
面 介绍 一 种 通过 构造 函数 , 利用 浮 数 单调 性 的 
方法 证 明 此 类 数列 和 型 不 等 式 . 

例 1 求证 : 对 于 任意 正 整 数 %, 均 有 1+ 


3+ 十 … 寺 上 > In 5 (e 为 自然 对 数 的 底数 ) 
证 明 : 先 将 左边 看 成 数列 {an} 的 前 nn 项 
和 , 其 中 =; 再 将 右边 看 成 数列 {6} 的 


前 %w 项 和 5S。 = nS, 当即 之 2 时 , b= 3) 一 
er nn 
Sn-1 = nny = n= =1— Inn 


当 n = 1 时 , bl = S1 = 1, 符合 上 式 ， 因 此 ， 
ba =1- nn(neN’). 
原 问 题 现 转化 为 : 当 m e N* 时 , 证 明 a > 


bn, 即 证 明 二 > 1 一 nn, 它 是 原 命 题 的 充分 条 
件 . 

设 f(x) = = -1+lna， 则 户 (z) = -+ 
- 3. ws > 之 1 时 , f'(x) > 0 便 成 立 





由 
函数 f(z) 在 +o0) 上 单调 递增 , 因此 f(z) > 


f(1) =0, 即 二 > 1-~lnztz > 1). 
分 别 令 x 二 1,2,3,… ,n， 相 加 即 得 
1+3+3+ > 
故 对 于 任意 正 整数 彤 均 有 
2 3 nn a 


例 2 证 明 : 对 于 任意 正 整 数 m、n, 不 等 


湖北 省 黄石 市 第 一 中 学 ” 杨 瑞 强 


式 | 1 1 
7 mm 十 本 “mn 十 可” Tnmin) > 
mT 但 成 立 


证 明 : 对 每 一 个 确定 的 正 整 数 m 而 言 , 先 
将 左边 看 成 数列 {as} 的 前 ”项 和 , 其 中 a = 


一 一 一 一 一 ; 再 将 右边 看 成 数列 {6,} 的 前 久 项 
7 nl 


(m+n)(m+n—1)’ 
、 加 加 1 
当 n 一 1 时 ， bl 一 S51 一 mm+1)’ 符合 上 式 . 


因此 ， bn, = mimmin-" 对 N*). 


原 问 题 现 转 化 为 : 当 n e N* 时 , 证 明 
慰 命 题 的 充分 条 件 on > 机 成 立即 证 明 


亦 即 证 明 


ER > (m+n)(m+tn—1) 
In(m+n) < (m+n)(m+n— 1). 

设 f(z) = x2 一 zlnz, 则 f/(zx) = 2z- 
1_ 1 2-7-1_ (x — 1)(2z + 1) 

z x z 
当 zx > 1 时 , f/(x) > 0 恒 成 立 , 函数 f(x) 
在 (1, 十 co) 上 单调 递增 , 因此 f(z) > f(1) = 0， 
Pnz «< 2 一 他 于 是 ， 3z > 1 时 ， 

二 > Zz ts 


在 上 面 不 等 式 中 分 别 令 z = mm + 1,m 十 





2,… ,m 十 ?2， 再 相 加 可 以 得 到 mm rt 
lIn(m +2) in(m+n)  m(m+1) + 


mimta) min -min 
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基于 数学 实验 为 探究 手段 的 高 考 数 学 命题 新 视角 


200092 上海 市 杨浦 区 教师 进修 学 院 王国 江 


从 2000 年 以 来 , 上海 高 中 可 使 用 规定 的 计 验 操作 可 以 “ 实 实在 在 ”地 体验 思维 的 形成 过 程 
算 器 进行 数学 问题 探究 , 相应 地 , 高 考 数学 古 和 “看 到 ”其 实验 结果 . 例如 , 图 1 所 示 , 是 一 个 
中 也 出 现 了 对 数学 实验 的 患 想 方 法 、 能 力 的 考 两 节 加 形 管 焊接 而 成 的 论 管 , 其 中 每 一 节 都 是 
查 . 例如 : 借助 计算 器 对 数学 问题 进行 验证 、 斜 鹤 圆 柱 而 成 . 如 果 把 其 中 一 个 斜 截 圆柱 的 侧 
探究 , 以 及 折纸 实验 等 都 在 高 考题 中 得 到 了 不 面 沿 着 441 前 开 并 排 平 , 曲线 4; BECPD44 是 什 
间 的 体现 . 所 谓 数学 实验 是 指 : 为 获得 菜 种 数 么 曲线 ? 学 生 可 能 会 猪 想 是 圆 弧 或 抛物 线段 等 
学 理论 , 验证 某 个 数学 猜想 , 解决 某 类 数学 问 ”二 次 曲线 的 一 部 分 . 让 学 生 模拟 纸 片 围 住 水 杯 ， 
题 , 实验 者 运用 一 定 的 工具 , 在 思维 活动 的 参 。 ”观察 其 相应 展开 图 的 形状 , 如 图 2 所 示 , 学 生 惊 
与 下 , 在 典型 的 实验 环境 中 或 特定 的 实验 条 件 证; 是 正弦 曲线 或 余弦 曲线 ! 再 根据 图 所 
下 所 进行 的 一 种 数学 探索 活动 . 在 高 考 中 以 数 给 条 件 (图 中 单位 : cm), 问 加 工 这 一 圆 形 弯 
学 实验 为 探究 手段 的 命题 新 视角 也 逐步 形成 . 约 需要 多 少 面积 的 材料 , 

一 、 展 示 数 学 直观 形象 的 “解释 性 数学 实 
验 ” 

解释 性 数学 实验 能 更 好 地 将 抽象 的 数学 
问题 具体 化 、 直 观 化 、 形 象 化 , 在 茶 些 数学 领 
域 , 解释 性 实验 具有 常规 思维 方法 不 可 替代 的 
优越 性 , 它 能 将 问题 的 切入 点 直观 地 展示 在 学 


























生 面 前 ， 学生 遂 过 对 实物 、 模 型 的 观察 和 实 图 1 
1 ”1 1 2 nn) nm-Dmn-2) nn-l1 
(二 -二 + (二 tt Ta 
1 1 1 1 原 问 题 现 转化 为 : 当 mE N* 且 n > 1 时 ， 
GE 1 mm min 证 明 原 命题 的 充分 条 件 - Dn 
Ry 故 对 任 章 正 整数 m、n, 不 等 式 即 证 明 2lnm < ?2 一 1 
1 设 f(z)=2Inz -2z2 二 1 则 f(x) = 
im 十 二 ox = + 当 z > 1 时 ， pz) <0 
mT 恒 成 立 . 恒 成 立 , 函数 flz) 在 (1 +o0) 上 单调 递减 , 因 
此 f(x) < f(1) = 0, 即 2inz < 2Z2 -- 1， 从 
,ln2 ln3 In4 
证 明 : 一 和 一 一 十 ... _ 
名 3 证 办 + 了 ++ + 而 一 ne < 二 (zr > 1) 分 别 令 z = 2,3,4， 
Ln nn DenNn Hn>1). | 
n+l1 4 ,nn, 和 2 ， 2 et 
"1: >le -4 ] 
证 明 : A 实 2 时 ， 记 ah 一 i bn 一 2 < 心 Dn Ee N*Hn>s 1). 
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二 、 培 养 学 生 合 理 猜想 的 “验证 性 数学 实 
验 ” 

验证 性 实验 可 借助 计算 器 作为 一 种 运算 
工具 , 利用 其 强大 的 求 值 、 计 算 等 功能 来 验证 
数学 结论 的 存在 性 以 及 正确 性 , 可 以 简便 地 解 
决 诸 如 函数 及 其 性 质 、 图 形 的 数 形 关系 、 轨 
迹 、 方 程 求解 等 问题 , 进而 展示 数学 问题 的 背 
景 、 过 程 、 结 果 , 揭示 数学 问题 的 “庐山 真 面 
目 ”. 

例如 ，2001 年 上 海 秋 季 高 考 数 学 理科 
第 16 题 : 用 计算 蜂 验 筑 函 数 y = 过 (z > 1) 的 
若干 个 值 , 可 以 猜想 下 列 命题 中 的 实 命 题 只 能 
是 ( ) 


(A) y = 全 在 (1， +oo) 上 是 单调 减 函 
数 ; 
(B) y =- 到 =,z @ (1，+co) 的 值 域 为 
lg31. 
(0, 与 | 
(C) y= ,ze (1 +oo) 有 最 小 值 ; 


(D) lim en -oa ne IN 

为 了 能 够 批量 给 出 数据 并 直观 比较 数据 
之 间 的 联系 , 可 采用 计算 器 中 的 TABLE 模 式 . 
在 “f(z) =-" 后 输入 “ 电 Z， 根据 题目 中 提供 的 
信息 ， 不 妨 先 研究 区 向 (0,20] 中 的 情况 , 建议 
第 一 次 实验 的 步 长 选用 1， 观 察 数 据 发 现 ， 
函数 值 先 增 后 减 , 在 x = 3 处 较 大 , 故 (A) 错 
误 . 为 考查 函数 是 否 在 x = 3 处 取得 最 大 值 ， 
则 开展 第 二 次 实验 , 研究 的 范围 在 x = 3 附 
近 , 区 间 选 择 [2, 4, 步 长 选用 0.1.， 观察 数 
据 发 现 , x = 2.7 时 函数 值 较 大 , 故 (C) 错误 . 
为 考查 (B)、(D) 两 者 哪个 正确 , 需 将 研究 区 
间 扩 大 , 故 需 再 进行 几 次 实验 . 通过 对 区 域 : 
[1,20]、{1, 100]、[1, 1000] 进行 列表 观察 , 可 以 
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猜测 随 着 z 的 增 大 ，j(z) 的 值 无 限 趋 近 于 0， 
故 (D) 为 正确 选项 . 

三 、 人 和 借助 计算 器 进行 数学 问题 的 “操作 实 
了 验 ” 

借助 于 计算 器 ,数学 已 经 成 为 一 门 实 
验 学 科 , 它 扩 大 了 数学 实践 的 内 容 和 范 力 , 
从 模型 的 建立 到 演绎 、 归 纳 与 分 析 、 算 法 
设计 的 评估 等 , 都 可 通过 计算 器 来 实现 , 它 
为 探索 数学 问题 的 规律 提供 了 方便 、 可 行 
的 新 途径 ， 例 如 ,2011 年 春季 高 考 第 23 题 : 
对 于 给 定 首 项 zo > 3ala > 0)， 由 递 推 
式 zn+l = 3 (zn + )(n € N) 得 到 数 
列 {zn}, 且 对 于 任意 的 n€ N, 都 有 zhn > 3a. 
用 数列 { za。} 可 以 计算 5a 的 近似 值 . 

(1) 取 zo = 5, a = 100, 计算 zi、 zo、z3 
的 值 (精确 到 0.01), 归纳 出 zi,、zxn+i 的 大 小 关 
系 ; 

(2) 当 n > 1 时 , 证 明 : 
~ (Tn-1 ~ Tn ); | 

(3) 当 zo € [5，10] 时 , 用 数列 {zw} 计算 
100 的 近似 值 , 要 求 |zn 一 znri| < 10-4, 请 
你 估计 n, 并 说 明理 由 . 

利用 计算 器 最 简单 的 算术 模式 ， 就 能 
实现 数字 运算 的 迭代 , 在 第 (1) 问 中 ， 输 

入 “5”, 按 等 号 确认 , 使 “Ans" 中 的 数 为 5; 输 


入 : 3 (Anst+ a )”, 按 [=], 则 出 现 了 zi 的 


值 , 再 按 [=] 则 出 现 z2 的 值 , 以 此 类 推 , 很 快 能 
够 得 到 此 后 各 项 的 值 : 

zl 二 4.74，z2 = 4.67，xzs 二 4.65， 猜 
想 zn+l < zn; 利用 计算 器 的 碗 代 功 能 , 在 
获得 数据 的 效率 上 大 大 提高 , 不 仅 节 约 了 
学 生 研 究 问 题 的 时 间 , 而 且 从 迭代 的 过 程 当 
中 也 能 够 充分 反映 出 递 推 关 系 的 本 质 ， 在 
第 (2) 问 的 证 明 中 ,利用 计算 器 进行 验证 的 
方法 显然 不 合理 . 第 (3) 问 是 在 前 两 题 的 基 
础 上 , 将 初始 值 zo 放 到 了 一 个 区 间 当 中 , 为 
学 生 利 用 计算 器 直接 得 到 结果 设置 了 一 定 
的 障碍 . 本 小 题 首 先 需 要 利用 相应 的 数学 知 
识 , 对 区 间 [5,10] 内 的 数值 进行 分 析 ， 从 而 选 
择 霹 具 代 表 性 的 初始 值 xo 进 行 迭 代 ， 从 而 
保证 研究 的 结果 能 够 对 区 间 [5,10] 内 的 所 有 


2012 年 第 11 期 
数值 均 成 立 , 故 取 xzo = 10 进 行 实验 ， 按 照 


第 (1) 小 题 实验 的 过 程 , 对 本 问题 再 次 开展 送 


代 实 验 : 输入 "10", 按 等 号 确认 ， 使 Ans 中 的 
数 为 10; 输入 号 (Ans + V/ X) ,连续 按 [， 
获得 一 系列 的 数据 并 记录 下 类 根据 计算 器 
从 代 发 现 , 经 过 至 少 10 次 友 代 , 基本 可 以 达 
到 |zn — Zn+ll < 10-4. 

试题 背景 探究 : 一 是 wa 的 由 来 . 事 
实 上 是 函数 f(z) = (2 + V/s) 对 应 的 方 
程 f (x) = Zz 的 根 为 z = Sa; 

二 是 为 什么 当 zo > Wa (a > 0) 时 , 对 于 
任意 的 mn E N, 都 有 zs > 3a? 隙 数 f (zx) = 
3(s + fs) 在 (6,+o0) 上 是 单调 递增 的 ， 
BN f(z) > f (a) = Ya. 

于 是 知 当 zo > 时, 恒 有 xzn > Wa 成 
Y; 

三 是 为 什么 上 述 算 法 可 以 计算 近似 值 ? 
易 知 数列 { zn} 单调 递减 , 且 zu > Sa 所 以 , 数 
列 { zn} 存在 极限 , 设 ,lim (1+ 3 二 误 十 …+ 
1 z+ 
二 ) = zn 一 2 则 有 zx = 5 -全 = 3 
当 n 一 +oo 时 , zn 一 Va， 所以, 上 述 算法 可 
以 计算 近似 值 . 

四 、 境 养 空 





s 间 想象 能 力 的 “折纸 ”实验 考 
查 


“折纸 实验 ”是 指 : 通过 动手 操作 或 模拟 空 
间 中 的 点 、 线 、 面 元 至 位 置 关系 变化 探 完 解 题 
过 程 , 如 翻 折 、 展 开 、 旋 转 、 射 影 等 . 这 种 动 
态 实 验 赋予 静态 立体 几何 问题 以 “生命 "活力 ， 
也 使 其 更 具有 挑战 性 、 开 放 性 . 

例如 ，2002 年 全 国 高考 文 科 最 后 一 题 
的 “前 拼 "问题. 给 出 两 块 相同 的 正三 角形 纸 片 
(如 图 3, 图 4), 要 求 用 其 中 一 块 弦 拼 成 一 个 正 
三 棱锥 模型 , 另 一 块 剪 拼 成 一 个 正三 楼 柱 模型 ， 
使 它们 的 全 面积 都 与 原 三 角形 的 面积 相等 , 请 
设计 一 种 剪 拼 方法 , 分 别 用 虚线 标示 在 图 3、 
图 4 中 , 并 作 简 要 说 明 ; 如 果 给 出 的 是 一 块 任 

三 角形 的 纸 片 (如 图 5)， 要 求 剪 拼 成 直 三 楼 

柱 模型 , 使 它 的 全 面积 与 给 出 的 三 角形 的 面 
积 相 等 , 请 设计 一 种 六 拼 方法 , 用 虚线 标示 在 
图 5 中, 并 作 简 要 说 明 . 


数学 教学 


11-33 


图 3 图 4 


图 5 


由 于 图 形 折合 与 展开 必然 会 引起 部 分 元 
素 位 置 关 系 的 变化 , 就 过 程 而 言 有 认识 上 的 分 
解 与 综合 , 方法 上 的 折 营 与 展开 , 观念 上 的 空 
间 一 平面 一 空间 的 转化 , 正 是 这 种 动态 性 的 存 
在 使 有 些 问题 结果 变 得 不 可 确定 , 探究 这 类 问 
题 可 以 激发 学 生发 散 思 维和 创新 思维 意识 . 

善于 运用 动态 变化 的 观点 , 去 观察 问题 、 
分 析 问 题 , 通过 实验 操作 去 获得 合理 狂想 ， 
并 了 予 论 证 , 这 一 思想 在 上 海 卷 高 考题 中 也 有 
体现 ， 例如: 2010 年 上 海 卷 理科 第 12 是: 如 
图 6 所 示 , 在 边 长 为 4 的 正方 形 纸 片 4BCD 中 ， 
4C 与 BD 相交 于 点 O, 前 去 A4OB, 将 剩余 
部 分 沿 OC、OD 折 登 , 使 D4、OB 重合， 则 
以 4、B、C、D、O 为 顶点 的 四 面体 的 体积 


为 - 翻 折 后 的 几何 体 为 底面 边 长 为 4, 侧 





校长 为 2VZ 的 正三 棱锥 ， 高 为 2 全 所 以 该 该 四 


A 1 V3 2V6 8V3 


教学 中 应 提倡 让 学 生 从 实际 问题 出 发 , 通 
过 演示 、 观 察 、 动 手 操作 与 实验 , 获得 对 抽象 
的 数学 概念 、 定 理 、 结 论 等 的 感性 认识 , 再 通 
过 归纳 、 猜 想 与 类 比 的 加 工 , 把 感性 知识 上 升 
为 理性 认识 的 过 程 . 在 教师 的 启发 和 引导 下 ， 
实验 过 程 不 仅 会 加 深 学 生 对 学 习 过 程 的 感悟 与 
体验 , 而 且 和 能 增 养 学 生 独 立 思考 能 力 、 创 狐 注 
识 与 解决 问题 的 能 力 . 
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排列 组 合 和 概率 问题 是 向 中 数学 里 的 “ 另 
类 *, 学 生 对 其 爱 恨 交加 , 爱 的 是 若 能 情 到 问题 
的 本 质 , 不 仅 可 以 快速 解 题 , 而 且 还 会 自信 大 
增 ; 恨 的 是 若 不 能 理 出 头绪 , 枚 举 又 非常 繁琐 
甚至 无 法 解 题 , 这 时 不 仅 让 人 急躁 不 安 , 还 会 
使 人 信心 受挫 . 实际 上 , 对 于 基本 事件 总 数 较 
少 的 古典 概 型 , 枚 举 不 失 为 一 种 有 效 的 解 题 方 
法 , 但 若 基 本 事件 总 数 较 多 时 , 命题 者 的 意图 
一 般 都 不 是 检测 学 生 对 枚 举 法 的 竺 握 , 而 是 考 
查 学 生 应 用 排列 组 合 思想 或 计数 原理 解决 概率 
问题 的 能 力 . 下 面 通 过 一 则 案例 , 谈 谈 解决 古 
典 概 率 题 的 三 种 方法 , 以 期 抛砖引玉 , 为 古典 
概 型 教学 “添砖加瓦 ”. 

1. 案例 展示 与 分 析 

问题 ; 某 单位 的 迎新 年 活动 中 有 一 个 节目 ， 
参与 者 掷 一 颗 人 般 子 连续 三 次 , 制定 规则 如 下 : 
指出 的 点 数 分 为 三 组 (1, 6), (2, 5), (3, 4), 落 
其 中 有 连续 两 次 掷 出 的 点 数 在 同一 组 , 如 “1, 6， 
3 、“1， 1 全、 号, 3, 和 全 等 , 则 参与 者 获奖 , 现 
求 参 与 者 获奖 的 概率 . 

这 是 某 一 次 商 三 课堂 练习 中 的 一 道 题 , 笔 
者 发 现 有 好 几 个 学 生 “ 卡 * 在 此 题 上 , 其 他 有 些 
干脆 空 着 有 些 就 一 个 正确 答案 , 有 些 在 边 上 
写 得 密密麻麻 了 , 但 最 后 得 出 了 正确 答案 . 在 
收 完 试卷 后 , 笔者 叫 了 相应 的 几 位 学 生来 到 办 
公 室 问 :“ 你 们 是 怎么 解 此 题 的 ? ” 听 完 学 生 的 
回答 , 笔者 忽然 对 古典 概 型 的 教学 有 了 新 的 想 

根据 学 生 的 回答 ; 笔者 分 析 整 理学 生 的 解 
答 并 附 上 个 人 点 评 如 下 . 

1.1 观察 表象 以 枚 举 入 手 

一 学 生 说 , 看 到 这 道 题 目 首先 想到 的 就 是 
核 澡 法 , 虽然 知道 过 程 可 能 比较 繁 , 但 有 心理 
准备 . 于 是 在 比较 平 贸 的 心态 下 凭 着 着 强 的 狼 
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力 和 较 小 的 技巧 , 枚 举 出 了 所 有 满足 条 件 的 结 
果 . 

学 生 解 答 : 先 考虑 至 少 连续 两 次 搓 出 的 点 
数落 在 (1, 6) 的 基本 事件 , 此 类 事件 可 以 分 为 
两 小 类 , 一 类 是 保证 第 一 、 二 两 次 撞 出 的 点 数 
连续 落 在 (1, 6) 内; 另 一 类 是 保证 第 二 、 三 两 
次 掷 出 的 点 数落 在 (1, 6) 内 . 

枚 举 第 一 类 所 得 结果 (保证 第 1、2 两 次 掷 
出 的 点 数落 在 (1, 6) 内 ) 如 下 表 1 所 示 : 


a 


PF 
Gl 


表 1 
0 ,DD 50, 1 JR. 






枚 举 第 二 类 所 得 结果 (确保 第 2、3 两 次 括 


出 点 数落 在 (1, 6)) 如 下 表 2 所 示 : 


表 2 
(D0, 1, DIG, 1 DIG, 1, DGS, 1, De 


对 比 上 述 表 1、2 可 以 发 现 ,两 表 中 的 
第 一 列 和 最 后 一 列 所 表示 的 点 数 是 连续 三 
次 都 落 在 (1, 6) 内 , 即 此 两 列 数据 在 两 表 中 
都 出 现 了 , 所 以 满足 条 件 的 基本 事件 数 为: 
2x (4x6)—8= 40. 

同 理 可 得 , 连续 两 次 撕 出 的 点 数落 在 (2， 
5) 和 (3, 4) 内 的 基本 事件 数 也 是 40( 枚 举 过 程 
略 ), 由 于 基本 事件 的 总 数 是 6 x 6 x 6 = 216 个 ， 
所 以 参与 者 获奖 的 概率 为 P= 5 = 了 3 

点 评 : 从 上 述 的 解 题 过 程 可 以 看 出 , 在 解 
次 古典 概率 问题 时 , 枚 举 法 确实 相当 管用 , 即 
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使 基本 事件 总 数 较 多 , 若 能 按照 一 定 的 规律 枚 
举 , 做 到 不 重 不 漏 也 是 有 可 能 的 , 当然 这 样 的 
枚 举 肯定 是 伤神 又 耗 时 , 一 - 般 也 是 无 奈 之 举 . 

1.2 总 结 规律 从 排列 组 合 出 发 

有 两 位 学 生 这 样 说 , 他 们 开始 也 想 枚 举 出 
所 有 满足 条 件 的 结果 , 但 试 了 一 下 之 后 发 现 有 
明显 的 规律 , 于 是 通过 排列 组 合计 算出 了 结果 . 

学 生 解 答 : 可 以 把 满足 条 件 的 基本 事件 分 
为 两 类 : 一 类 是 手 出 的 点 数 仅 有 2 次 落 在 同一 
组 , 另外 一 类 是 括 出 的 点 数 三 次 都 落 在 同一 组 . 
下 面 以 括 出 点 数落 在 (1, 6) 组 为 例 说 明 . 

第 一 类 , 若 只 有 第 一 、 二 两 次 三 出 的 点 
数 在 (1, 6) 组 内 , 那么 第 一 次 掷 出 的 点 数 可 以 
是 1 或 6, 第 二 次 掷 出 的 点 数 也 可 以 是 1 或 6, 而 
第 三 次 掷 出 的 点 数 则 是 2、3、4、5 中 .的 任意 
一 个 , 所 以 有 02 . Cd . 01 种 ; 落 只 有 第 二 、 
三 两 次 连续 者 出 的 点 数落 在 (1，6) 组 肉 ， 那 
么 第 一 次 拖 出 的 点 数 可 以 是 2、3、4、5 中 的 
任意 一 个 , 而 二 、 三 两 次 掷 出 的 点 数 必 须 
为 1、6 之 一 , 所 以 有 Cl -G2 . Cd 种 第 二 
类 , 着 三 次 撕 出 的 点 数 都 洲 在 (1, 6) 组 内 ,于 
么 显然 三 次 斤 出 的 点 数 都 必须 是 1、6 之 一 ， 
即 Cd4 .Cd .Cd 种 . 由 上 述 分 析 可 知 , 三 次 搓 出 
的 点 数 有 连续 两 次 落 在 (1, 6) 的 基本 事件 数 为 : 
GCCH+CCCTC3 CC = 40 种 . 
同 理 可 得 , 沙 在 (2, 5) 和 (3, 4) 满足 条 件 的 基本 
事件 数 也 都 是 40, 且 不 会 与 连续 两 次 落 在 (1， 
6) 的 事件 同时 发 生 , 所 以 PP = 2 =- a， 

点 评 : 跟前 面 的 校 举 法 相 比 , 本 解法 有 了 
明显 的 改进 , 运用 排列 组 合 思想 解决 古典 概率 
问题 是 常用 方法 之 一 , 比 术 举 法 更 多 了 整体 化 
的 思想 方法 . 

1.3 越过 表象 直击 概率 本 质 

还 有 两 位 学 生 说 , 前 面 的 同学 都 做 “ 繁 ” 了 ， 
这 道 题目 根本 不 需要 枚 举 或 用 排列 组 合 去 解 ， 
因为 三 次 掷 般 子 是 三 个 独立 事件 , 只 要 利用 独 
立 事件 乘积 的 概率 性 质 做 就 可 以 了 , 计算 非常 
简单 . 

学 生 解 答 : 因为 掷 能 子 3 次 是 独立 重复 试 
验 , 所 以 不 管 第 一 次 括 出 的 点 数 是 多 少 , 第 二 
次 撕 出 的 点 数落 在 同 组 的 概率 就 为 >, 落 在 不 
辣 组 的 概率 为 5， 第 三 次 掷 出 的 点 数 沙 在 前 一 
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组 与 不 沙 在 前 一 组 的 概率 仍然 分 别 是 和 
所 以 掷 般 子 三 次 , 至 少 有 两 次 连续 沙 在 同一 组 
、 2 4 4 2 2 2 5 

的 概率 为 忆 =1 56+1 56+1 6 一 5- 

点 评 ; 可 能 是 受 困 于 三 组 具体 数据 和 * 举 
例 说 明 ”, 前 面 三 位 学 生 的 解 题 方法 都 局 限于 
就 题 论题, 其 实 这 6 个 数字 不 管 怎么 分 组 , 只 要 
两 个 一 组 , 获奖 的 概率 是 不 会 改变 的 , 而 这 个 
概 罕 值 只 需 通 过 独立 事件 乘积 的 概率 和 互 斥 囊 
件 和 的 概率 的 运算 性 质 就 可 以 简单 计算 得 到 ， 

2. 教师 感情 

笔者 统计 本 班 学 生 在 该 题 的 表现 : 有 4 位 
学 生 没 解 出 , 空 着 ; 12 位 学 生 耗 时 较 多 但 枚 举 
出 了 正确 结果 , 6 位 运用 了 枚 举 法 但 没 算出 正 
确 的 答案 ; 8 位 运用 排列 组 合 比较 顺利 地 解决 
了 此 问题 ; 16 位 运用 独立 重复 试验 快速 算出 了 
答案 

笔者 有 些 “ 情 然 ", 为 什么 会 有 这 么 多 学 生 
没 看 到 问题 的 本 质 , 难道 仅仅 是 试题 迷惑 性 比 
较 强 , 还 是 因为 学 生 智力 问题 . 笔者 开始 思考 : 
古典 概 型 教学 的 “着 力 点 "到底 在 哪里 ? 方法 有 
好 、 差 之 分 吗 ? 如 何 才能 让 学 生 既 快 又 准 地 找 
出 解 题 方法 ? 

3. 教学 启示 

从 上 述 案例 的 解答 来 看 , 方法 确实 有 好 、 
差 之 分 , 但 笔者 认为 问题 的 关键 不 是 要 去 区 分 
哪 种 方法 更 好 , 而 是 应 该 更 加 关注 概率 题 的 主 
要 途径 , 因为 方法 的 好 、 差 会 随 着 题 型 的 改变 
而 有 所 变化 , 但 概率 解 题 的 主要 途径 一 般 是 不 
会 变 的 . 下面 从 三 个 方面 , 谈 谈 对 古典 概 型 教 
学 想法 . : 

2.1 枚 举 法 应 有 合理 的 地 位 

道 过 这 个 案例 的 研究 , 我 们 可 能 会 武断 地 
认为 在 解决 古典 概 型 的 三 条 途径 中 , 使 用 枚 举 
法 是 “最 烦 、 最 差 " 的 , 其 实 不 然 : 第 一 , 当 基 本 
事件 总 数 较 少 但 情况 又 有 点 复杂 时 , 枚 举 法 一 
消 二 楚 , 既 快 又 准 ; 第 二 , 枚 举 法 可 能 会 是 部 分 
学 生 的 第 一 反应 , 如 果 学 生 能 熟练 掌握 枚 举 技 
巧 一 树 形 图 、 列 表 法 等 , 那么 大 部 分 问题 是 
可 以 成 功 解决 的 ; 第 三 , 即使 改 举 失败 , 笔者 也 
不 认为 枚 举 过 程 是 无 用 的 , 很 多 概率 问题 的 解 
决 都 是 在 枚 举 过 程 中 发 现 规律 , 然后 再 用 数学 
模型 解决 ， 上述 案例 也 可 算 一 个 例子 ; 第 册 , 在 
紧张 的 考试 过 程 中 , 基 千 一 定 能 想到 其 他 方法 ， 
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车 根本 想不到 其 他 方法 , 那么 枚 举 法 就 成 了 唯 
一 的 选择 . 因此 , 笔者 认为 枚 举 法 是 解决 概率 
问题 最 基本 的 途径 , 学 生 必 须 邹 练 学 握 . 

2.2 善于 运用 排列 组 合 思 想 

确实 , 当 满 足 条 件 或 不 满足 条 件 的 基本 事 
件数 都 比较 多 , 或 是 一 些 以 排列 组 合 为 背 巡 的 
概率 问题 , 用 枚 举 法 总 会 显得 非常 “繁琐 ”, 此 
时 一 般 坷 要 运用 排列 组 合 思 想 解 题 . 然而 , 因 
为 而 典 概 型 中 很 多 问题 都 发 生 在 排列 、 组 合 情 
境 中 , 以 至 部 分 学 生 片 面 地 以 为 古典 概率 问题 
实际 就 是 排列 组 合 问题 , 这 样 的 想法 显然 是 不 
成 狼 的 , 选用 合理 的 排列 组 合 公 式 需 要 枚 举 法 
作为 基础 . 

2.3 正确 区 分 独立 重复 试验 

在 上 述 案例 中 , 之 所 以 出 现 了 前 面 两 种 相 
对 “ 较 莽 ?的 方法 , 那 是 因为 教 、 学 没 能 落实 到 
位 , 使 得 部 分 学 生 受 到 试题 表象 的 “迷惑 ?>， 从 
而 忽视 了 独立 重复 试验 的 本 质 , 因此 , 在 概率 
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教学 中 , 在 解 题 之 前 弄 消 问 题 背 景 至 关 重 要 ， 
一 个 以 独立 重复 试验 为 背景 的 问题 , 如 果 选 择 
了 枚 举 法 或 排列 组 合法 , 那么 解 题 过 程 相对 繁 
琐 也 就 在 情理 之 中 了 , 本 案例 就 是 一 个 例子 . 
因此 , 从 广义 上 讲 方法 无 好 、 差 之 分 , 关 
键 看 是 否 适 合 . 古典 概 型 教学 的 “着 力 点 ”应 该 
在 解 题 的 三 条 途径 上 , 因为 三 条 途径 谁 都 有 
可 能 通 往 问 题 的 “本 质 ”, 只 有 看 到 问题 的 “ 源 ”， 
才 有 可 能 选 好 合适 的 途径 而 快速 、 准 确 地 解 
题 . 那么 怎样 才能 让 学 生 正 确 区 分 三 条 不 同 途 
径 , 笔者 认为 可 以 通过 精 选 题 组 让 学 生 对 比 研 
究 三 类 试题 , 使 学 生 在 实践 中 磨 练 , 等 积累 到 
了 一 定量 的 题 型 , 学 生 自 然 能 快速 、 顺 利 地 解 


` 题 . 
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点 用、 话 的 坐标 分 别 为 瑚 (cos(a + 9)， 
sin(aw 十 9)), Bi(cos(B + 0), sin(B + 9)), 

利用 两 点 间 的 距离 公式 将 等 式 | 己 忆 | = 
| 放 表 | 坐标 化 , 整理 得 

cos(a +0)cos(B+0)+sin(a+t+ 0) sin(B 十 
0) = cosacospB+sinasinB. (+) 

师 : 你 能 由 上 式 得 到 cos(a 一 8) 的 表达 式 
吗 ? 

生 : 令 0 = -8 或 -~-a 可 得 cos(a - 有 ) = 
cosQacosB+sinasinB. pp (1) 

师 : (1) 式 对 任意 角 a、B 都 成 立 , 这 个 公 
式 叫 做 两 角 差 的 余弦 公式 . 

在 (1) 中 , 用 -8 代替 6, 可 得 两 角 和 的 余 
弦 公 式 

cos(a+B) = cosacos Lb—sinasinp..-. (2) 

(以 下 略 ) 

本 设计 从 诱导 公式 这 一 特例 入 手 , 提出 问 
题 , 联系 学 生 部 知 的 平方 关系 1=sin2a 十 cos2a， 
自然 合理 地 给 出 公式 cos(a 一 8) 的 形式 . 在 公 


式 cos(a 一 B) 的 推导 过 程 中 , 利用 旋转 不 变量 
导出 关系 式 (*), 将 (*) 特殊 化 , 令 9 = -6 自然 
地 得 到 了 公式 , 使 公式 的 证 明 水 到 渠 成 . 本 设 
计 的 指导 思想 是 从 学 生 的 “最 近 发 展区 ”入 手 ， 
用 问题 引路 , 让 学 生体 验 了 猜想 一 验证 一 证 明 
的 学 习 过 程 ， 教 学 过 程 是 否 硕 畅 , 关键 在 于 问 
题 的 设计 是 否 自然 合理 . 一 个 好 的 教学 设计 不 
在 于 教师 讲 清 问 题 的 解法 , 而 在 于 教师 自然 地 
引导 学 生 获 得 问题 的 解决 . 从 学 生 的 数学 现实 
出 发 , 设计 合理 的 问题 , 实现 教师 指导 下 的 自 
主 探 究 的 学 习 方 式 是 我 们 课堂 教学 不 变 的 追 
求 , 
参考 文献 
号 励志 类 等 . 两 角 和 的 余弦 公式 [ 串 . 中 学 
数学 , 1995(7): 11 一 12. 
[2] 杨 育 池 . 多 一 点 精心 预 设 融 一 份 动态 
生成 时. 数学 通报 , 2009(11): 34 一 38. 
[3] 衣 小 莉 . “两 角 差 的 余弦 公式 ”教学 设 
计 加. 中 小 学 数学 (高 中 版 )，2009(7-8): 47- 
49. / 
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排序 不 等 式 的 应 用 


056002 


新 课程 将 排序 不 等 式 与 柯 西 不 等 式 放 在 
选修 4-5 不 等 式 专 题 中 , 成 为 商 中 数学 新 增 内 
容 . 排序 不 等 式 作为 基础 而 重要 的 不 等 式 , 它 
结构 优美 、 思 想 简 单 明 了 , 便于 记忆 和 理解 . 
但 如 何 运 用 它 来 解决 问题 , 学 生 常 束手无策 ， 
不 得 要 领 ， 其实 , 应 用 排序 不 等 式 解 题 的 关键 
在 于 构造 出 它 所 需要 的 两 组 数列 , 然而 构造 数 
列 的 过 程 奥妙 无 穷 , 需要 不 断 分 机 、 探 讨 , 积 
累 经 验 才 能 运用 得 法 . 

一 、 排 序 不 等 式 的 另 一 种 表述 形式 

设 ai Qa2 所 …Qn, 0b1 62 <… bn 为 


两 组 实数 , c1,c2,…-en 是 妃 ,b2,… bn 的 任 一 排 
列 , 令 和 窍 阵 
_/a 0 … an 
A= (% b> --.. by )， 
B= (® O02 see oo 
Cl C2 7 en 


c= (2 Q2 1 Qn ) 
pn pn -1 bl 
我 们 称 4 为 顺序 矩阵 , 吾 为 乱 序 和 矩阵 ，C 为 反 
序 撼 阵 , 它们 的 列 积 和 《 同 列 相 乘 再 相 加 ) 有 
下 面 的 结论 : 

albl 十 C2b2 十 .…onb 过 QICI 十 Q2c2 十 … 十 
oncn 之 Qlpbn 十 azb -il 十 CQnbl， 
即 : 顺序 列 积 和 关 乱 序列 和 和 之 反 序列 积 和 . 

、 应 用 举例 

1. 排序 不 等 式 的 基本 应 用 

排序 不 等 式 在 解决 一 些 常 见 不 等 式 时 , 具 
有 简单 直观 的 特点 , 其 证 明 常 令 人 年 目 一 新 ， 
赞叹 不 已 . 

例 1 求证 : (1) ao 十 刀 > 2ab; 

(2) z2 + +2 TY YZ+ TZ. 

分 析 : 要 证 不 等 式 没 有 给 定 各 数 之 闻 的 大 
小 关系 , 但 基 具 有 对 称 特征 , 此 时 可 以 假定 各 
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元 崇 的 大 小 关系 , 从 而 合 
证 明 . 
证 明 : (1) 不 妨 设 a < b, 构造 两 个 答 阵 : 


a b a vb 
A= (: ? (顺序 和 矩阵), B = (: 2 ) 
( 反 序 矩阵 ). 
A 的 列 积 和 =az2 二 忆 , B 的 列 积 和 二 ab 二 ab， 
根据 顺序 和 之 反 序 和 , 即 c2 十 好 > 2ab. 
(2) 不 妨 设 z < y < z, 构造 两 个 矩阵 : 


4 = (0 上 学 短 阵 ) 


* 理 运用 排序 不 等 式 来 


B= (: y 7 ( 乱 序 矩阵 ). 


yz2 工 

4 的 列 积 和 =z2z 十 恋 寺 2B 的 列 积 
和 =2zy 十 yz 十 zz, 根据 顺序 和 之 乱 序 和 : 即 
有 z2 十 扩 2 十 222ZU 十 2z 十 z. 

在 构造 矩阵 时 , 关键 在 于 合理 选择 矩阵 每 
一 行 数字 的 排列 顺序 , 特别 是 乱 序 矩阵 第 二 行 
数字 的 排列 . 构造 时 我 们 可 以 合理 调整 它们 的 
次 序 以 达到 目的 . 


例 2 设 a1,a2:… ,an 为 正 数 , 证 明 : a 
a 
a3 Cn Ql 

证 明 : 不 妨 设 al < al < … < an, 构造 答 
阵 : 

af 3 Qap_1 0 
-( 1 1 1 ) sam 
a2 a3 an Ql 
a? as ... a2 

B= ( 1 1 ] ) ( 反 序 答 隆 ). 

al az an 


由 排序 不 等 式 : 乱 序 和 > 反 序 和 , 即 命题 得 证 . 
例 3 已 a、 b、.ce Ra+p+ec 一 1， 
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求证 : @2 十 妨 十 2 之 二 
证 明 : 为 了 利用 已 知 条 件 , 需要 构造 一 个 
列 积 和 含有 a + 十 ce 的 矩阵 ,为 此 我 们 巧妙 设 
计 乱 序 矩 阵 , 不 妨 设 a < b < c, 构造 矩阵 : 
4 二 uapDpppcec 
QQPDDc 


B=( aabbberc 2)( 瑟 序 短 降 ) 


abcabcabec 
4 的 列 积 和 : 3(@2 十 刀 十 c2), B 的 列 积 和 和 : 
(a + +ec2， 根据 顺 序 和 > 乱 序 和 : 3(a2 十 


+c) > (+bD+c2 即 a2 十 好 十 c2 > 
(e+ b+ 四 - 1 向 题 得 证 
3 


在 这 里 我 们 巧 如 地 构造 了 一 个 乱 序 和 矩阵 ， 
使 得 其 列 积 和 为 

ata 十 十 C 二 ba+Dp+c)+cla 二 b 二 c) = 
(a + b+ c)2， 
达到 运用 已 知 条 件 的 自 的 . 

利用 类 似 的 方法 , 我 们 可 以 证 明 : 


2 
1 T ee 人 
(v1 + 2 + .i +n) < 24 十 Z8 十 … 十 2Z2. 
人 


2. 证 明 不 等 式 时 两 次 或 多 次 运用 排序 不 
等 式 , 将 结果 相 加 , 也 是 常见 方法 

例 4 若 c、b、c> 0 则 ab(a 十 从 十 bc(b 十 
c) + ca(c+ a) > 6abc. 

证 明 : 不 妨 设 a 之 bb 之 c > 0, 构造 矩阵 : 


(2% ca 人 (和 oa 加) 


Ce ca ) ( 反 序 )， 


c 


3abc，ab? + ca2 + be? > 3abce， 两 式 相 加 可 
得 ab(a 十 b)+ bce(b +c)+ ca(c+a) > 6abc. 
例 5 已 知 abe 均 为 正 数 ， 求证 
a2 pb ce2 
beteratars? 3(0+b+o). 
证 明 : 由 不 等 式 的 对 称 性 ， 不 妨 谱 4 之 b 之 
c > 0, 构造 矩阵 : 


a2 b2 C2? 
| 1 1 1 (顺序 矩阵 )， 
b+c c+a ai+b 
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2 (顺序 和 矩阵 )， 


根据 乱 序 和 z 反 序 和 : a2b 十 cza 十 bie > 
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| ( 乱 序 矩阵 )， 


CC 
CS 


c+a Q& 十 十 
(二 a? b? c2 
1 1 1 
a+b bt+e cia 
由 顺序 和 > 乱 序 和 得 到 两 个 不 等 式 : 


a2 22 C2 a2 b2 


1 ( 乱 序 矩阵 ). 















































一 一 一 一 之 一 一 一 ~  . 
5 Ta atoT 
c 

pp 二 ec 
a2 b2 c2 a2 2 
» bte C 十 wa a+b to ore 
c 
c+oa’ 
两 式 相 加 得 
a2 b2 c2 02 十 c? 
2 人 (天 + 2 brie 
c+a ot+b 
c+ia a+b 
、 +e 1 c2 十 2 
: 感 型 之 六 , 
注意 到 忆 二 5 也 + 9 cC 十 Q 
1 a2+b 、1 
— 之 , 
2(¢+ 0), pr 3(2+) 
因此 » 2 2 
人 1 
| 
2( 5 + 一 2 + ot+ 
1 1 
a(c+oO+a(0+b) =atbt+o, 
故 a2 bp2 
tt 3(0+0+o) 


3. 经 过 适当 灾 形 后 再 运用 排序 不 等 式 的 
问题 , 常见 于 一 些 比 较 难 的 习题 或 竞赛 题 

例 6 设 a、b、c 为 正 数 , 求证 : 

CC-ao ob -eo 


一 一 一 一 十 一 一 地 0. 
a++b b+c + ct+a 一 








CQ2. 、 a2 1 b2 . c2 
bic ” a+b b+e c+a’ 
个 妨 秽 0<a<b<o 则 a 十 也 去 


1 
即 _ 工 > > 
b+e, oat+b” a+c” b 








Qc 
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由 2011 年 安徽 中 考 压 轴 题 引发 的 几 个 作 图 题 


215025 


题 1 如 图 1, 正方形 4BCD 的 四 个 项 点 
分 别 在 四 条 平行 线 L1、l!。、lia、l4 上 , 这 四 条 
直线 中 相 邻 两 条 之 间 的 距离 依次 为 总 、j2、 
hs(hi > 0, hz > 0, hs > 0). 





C 
图 1 


(1) 求证 : hi = ha; 

(2) 设 正方 形 A4BCD 的 面积 为 S, 求证 : 
S= (hi+ h2)? 十 h?; 

(3) 若 3h 4h 二 1, 当 有 变化 时 , 说 明正 
方形 ABCD 的 面积 9 随 尹 的 变化 情况 . 

这 道 题目 是 2011 年 安徽 省 中 考 压 加 题 , 是 
目 本 身 简单 明了 , 一 改 以 往 压 轴 题 大 篇 幅 的 文 
字 阅 读 量 , 消除 了 大 部 分 学 生 的 丽 惯 心理 . 这 
道 题目 考查 了 全 等 三 角形 、 平 行 四 边 形 的 判定 
以 及 性 质 、 代 数 运 算 、 一 元 二 次 通 数 的 性 质 等 
等 , 是 一 道 “ 好 题 ”. 本 文 不 准备 讨论 题目 本 身 
的 3 个 问题 , 而 是 关注 本 题 中 的 图 形 问 题 . 题目 
已 经 给 考生 男 出 正方 形 , 但 我 们 自然 有 这 样 的 
疑问 : 这 个 图 形 是 否 一 定 能 够 画 出 ? 如 果 能 夯 
出 , 利用 圆规 和 不 带 刻 度 的 直 尺 如 何 作出 这 样 
的 图 形 ? 所 以 就 有 以 下 的 问题 . 

问题 1: 车 给 出 4 条 平行 线 , 相 邻 两 条 之 间 
“的 距 次 依 次 为 hil、h。、hs, HL hil = hs, 如 何 用 
圆规 和 不 带 刻 度 的 直 尺 作出 正方 形 , 使 得 正方 
形 的 四 个 顶点 分 别 在 四 条 平行 线 上 ( 注 : 为 节 
省 往 帆 ， 下 面 的 作 图 都 只 给 出 作法 , 有 的 作法 
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过 程 中 有 多 个 交点 , 也 仅仅 选择 了 符合 题 意 的 
点 , 相应 的 证 明 也 省 略 了 ). 

5S 二 (hi 十 hz 十 hh, 设 正 方形 的 边 长 
为 则 a = VUa + hh2)?2 + 所, 由 式 子 的 结构 ， 
很 容易 发 现 车 构造 一 个 直角 三 角形 , 两 条 直角 
边 分 别 为 hi 十 ha、h1, 则 a 为 这 个 直角 三 角形 
的 斜 边 长 , 所 以 得 到 如 下 的 作法 , 如 图 2. 


hn 4 E 
2 D 
3 
B 
(4 
人 
图 2 


(1) 在 直线 站 上 任 取 一 点 4 过 点 4 作 
4 万 上 12, 算 足 为 万; 

(2) 以 点 4 为 圆心 ,4 万 为 半径 , 作 圆 交 4 
于 两 点 , 我 们 取 其 中 一 点 EE; 

(3) 过 点 记 作 EBlU, 与 直线 ls 交 于 点 B; 

(4) 连结 4B, 以 点 A 为 圆心 ， 4B 为 半径 ， 
作 图 交 1 于 点 也, 连结 AD; 

(5) 以 点 BB 为 阅 心 , 4B 为 半径 , 作 圆 交 
于 点 C, 连结 BC、CD, 则 正方 形 ABCD 即 为 
所 求 . 

大 此 , 这 样 的 图 形 是 能 够 作出 的 , 作法 
也 不 复杂 , 仪 仅 是 利用 了 勾 股 定理 . 类 似 的 
问题 不 仅 在 中 考 中 出 现 , 在 几 年 前 的 高 考 中 
也 同样 出 现 了 一 2007 年 全 国 高 考 四 川 卷 理科 
第 11 题 . 

题 2 如 图 3, 1、l。、L3 为 同一 个 平面 内 
的 三 条 平行 线 , 有 1 与 间 的 距离 为 1, 1 与 ls 间 
的 距离 为 2, 正三 角形 4BC 的 三 个 顶点 分 别 在 
三 条 平行 线 上 , 则 AA4BC 的 边 长 是 :….….…… ( ) 
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这 道 题目 属于 中 等 偏 上 的 难度 , 是 以 平面 
几何 为 载体 考 碍 解析 几何 中 两 点 间 的 距离 问 
题 , 也 是 当年 颇 有 新 意 的 试题 , 一 般 都 是 利用 
癌 熏 或 者 三 角 变 换 等 方法 求解 . 文员 利用 多 
股 定理 求 出 其 边 长 , 但 计算 较为 复杂 . 我 们 发 
现 , 车 利用 下 面 的 作法 3, 仅仅 借助 勾 股 定理 ， 
初中 的 同学 也 可 以 顺利 解决 这 道 商 考题 . 

同样 , 这 道 题 也 奉 涉 到 和 问题 1 类似 的 问 
题 , 这 样 的 正三 角形 能 否 作 出 ? 若 能 , 如 何 
作 ? 

问题 2: 给 定 同一 个 平面 内 三 条 平行 线 , 作 
一 个 正三 角形 , 使 得 三 角形 的 三 个 顶点 分 别 在 
三 条 平行 线 上 . 下 面 给 出 只 借助 平面 几何 的 知 
识 而 得 到 的 4 种 作法 . 

作法 1: (1) 如 图 4, 在 直线 上 2 上任 取 一 点 
D, 作 DA、DC 分 别 与 成 60°, DA 交 于 点 
A, DC 区 1 于 点 C; 

(2) 和 连结 4C, 以 点 4 为 圆心 ，4C 为 半径 
作 圆 ; 交 避 于 点 B; 

(3) 连结 BC、AB, 则 人 A4BC 即 为 所 求 . 


作法 2: (1) 如 图 5, 在 直线 如 上 任 取 一 点 
4, 作 LFAD = 60°, 交 ls 于 点 DD, 连结 AD; 
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(2) 以 点 口 为 圆心 , D4 为 半径 作 贺 , 交 i。 
于 另 一 点 连结 DE， 并 延长 DE 交 册 于 
点 C; 
(3) 连结 4C, 以 4 为 圆心 ,4C 为 半径 作 
陨 , 交 13 于 点 已 ; 
(4) 连结 4B、BC, 则 AABC 即 为 所 求 . 





图 5 


作法 3: (1) 如 图 6, 作 由、l»、 js 的 垂 线 , 分 
别 交 1 、l2、l3 于 点 下 、4、 也 ; 

(2) 作 线 段 FA 的 中 垂 线 4, 则 /与 1、l2、4s 
平行 ; 

(3) 作 Z4PED = 30°, 交 ! 于 点 也 ; 

(4) 连结 A4D, 并 延长 AD, 交 六 于 点 已; 

(5) 过 点 刀 作 4 号 的 垂 线 , 交 ls 于 点 CO, 连 
结 4C、BC, 则 人 和 4BC 即 为 所 求 . 





下 面 我 们 根据 高 考题 目的 数据 来 计算 正 
三 角形 的 边 长 ， 5 


2DPO = 30°, 则 OD? = 二 在 RtADOA 中， 


算得 AD? = 了 4 =2AD = 2 即 正 


三 角形 的 边 长 为 ~ . 

显然 , 用 最 基本 的 勾 股 定理 也 可 以 解决 高 
考 中 较为 复杂 的 题目 . 高 考 中 的 很 多 问题 可 以 
利用 初中 的 知识 很 好 地 解决 

作法 4 (1) 如 图 7, 在 直线 上任 取 一 点 
4, 作 ADLliz, 交 l2 于 点 D; 


在 RtADOE 中 ， 
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(2) 作 ZD4DP'= 60° 且 D'A = AD; 

(3) 过 点 D' 作 4D' 的 垂 线 , 交 l3 于 点 C， 
连结 4C; 

(4) 以 点 4 为 圆心 , 4C 为 半径 作 圆 , 交 i。 
于 点 B, 连结 BC、AB, 则 人 4BC 即 为 所 求 . 





进一步 探究 问题 2 的 结构 , 若 把 其 中 的 同 
一 个 平面 内 的 三 条 平行 线 改 为 三 个 同心 圆 , 则 
有 : 

问题 3: 如 图 8, 给 定 三 个 同心 圆 O, 三 条 
半径 由 小 到 大 依次 为 a、b、c, 作 一 个 正三 角 
形 , 使 得 正三 角形 的 三 个 顶点 分 别 在 三 个 同心 
圆 上 . 

”作法 1: (1) 如 图 8, 在 ©(O,b) 上任 取 一 点 
4, 连结 AO; 

(2) 以 点 4 为 圆心 , c 为 半径 作 贺 , 交 ©(O， 
Q) 于 所 O' 

(3) 以 点 加 为 圆心 ，a 为 半径 作 圆 ， 交 
G@(O,a) 于 点 C, 连结 AC'; 

(4) 以 点 C 为 圆心 AC 为 半径 作 圆 ， 交 
O(O,c) 于 点 B, 连结 BA、BC, 则 A4BC 即 
为 所 求 . 





作法 2: (1) 如 图 9, 在 ©(O,c). 上 任 取 一 
点 也 , 以 点 品 为 圆心 , c 为 半径 作 阅 , 交 ©(O, cc) 
于 点 B, 连结 BD; 

(2) 以 点 刀 为 贺 心 ，a 为 半径 作 圆 ， 交 
@(O, 刀 于 点 C, 连结 BC; 

(3) 以 点 B 为 圆心 ， BC 为 半径 作 圆 , 交 
GO(O,a) 于 点 4, 连结 AC、BA, 则 人 A4BC 即 
为 所 求 . 


款 学 款 学 
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注 : 车 a 十 6b > c, 则 有 两 解 , 若 a 十 b= 
则 有 一 解 , 车 a 十 b < c, 则 无 解 . 

结合 问题 3 和 问题 1, 我 们 有 : 

问题 4: 如 图 10, 给 定 四 个 同心 网 O, 四 条 
半径 由 小 到 大 依次 为 a、b、c、d, 作 一 个 正方 
形 , 使 得 正方 形 的 四 个 顶点 分 别 在 四 个 同心 贺 
上 . 





作法 3: {1) 如 图 10, 在 @(O,a) 上 任 取 一 
点 4, 连结 4O; 

(2) 过 点 4 作 一 线段 40'140, 且 4O' = 
AO:; 

(3) 以 点 O' 为 赔 心 ,5 为 半径 作 圆 ， 交 
©(O,c) 于 点 B, 连结 4B; 

(4) 以 点 4 为 圆心 4B 为 半径 作 阅 ， 交 
©(O,b) 于 点 D, 连结 AD; 

(5) 以 点 BB 为 圆心 ， 4B 为 六 径 作 加 交 
@(O,d) 于 点 C， 连结 BC、DC， 则 正方 形 
ABCD 即 为 所 求 . 

注 : 只 有 当 a2 十 巡 = 症 吧 时, 相应 的 正 
方形 才 可 以 作出 . 

上 面 讨 论 了 一 道中 考 下 轴 题 中 的 图 形 作 
法 , 一 道 高 考题 中 的 图 形 作法 , 以 及 由 这 2 个 
问题 引申 的 2 个 相关 问题 . 其 实 , 若 我 们 思路 
更 宽广 一 点 , 我 们 还 可 以 得 到 与 之 相关 的 很 多 
问题 , 我 们 可 以 把 4 条 平行 线 改 成 5 条 , 6 条 方 

(下 转 寺 底 ) 
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一 类 导数 高 考 压轴 题 的 通 解 
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笔者 发 现 一 类 运用 导数 求解 关于 含 参 不 
等 式 恒 成 立 的 高 考 压 轴 题 在 很 多 省 、 市 的 高 考 
试卷 中 出 现 , 学 生 普 遍 感觉 此 类 问题 较 难 处 理 ， 
而 有 些 关 于 此 类 问题 解法 的 文章 又 有 瑕 意 . 为 
此 , 笔者 取长补短 , 给 出 此 类 问题 简洁 的 通 解 ， 

例 1 (2010 年 全 国 高 考 新 课 标 卷 理 科 第 
21 题 ) 设 阔 数 f(x) 二 ef 一 1-z—azx?. 

(车 a = 0, 求 f(x) 的 单调 区 间 ; 

(1) 车 当 zx > 0 时 f(z) > 0, 求 a 的 取 值 范 
围 . 

向 考 命题 组 提供 的 标准 解答 : 

(1)} 当 a = 0 时 , f(x) =e@—1-z, f(x)= 
e*”—1. 

当 z E (~00,0) 时 ,， f/(z) < 0; 当 z Ee 
(0, +eco) 时 ，jP(z) > 0. 故 jz) 在 (-eo,0) 上 
单调 递减 , 在 (0,+ce) 上 单调 递增 . 

(ID) f(x)=e*—1—2ar. 

由 (]) 知 ex 之 1 十 x, 当 且 仅 当 z = 0 时 等 
号 成 立 . 故 

f'(2) 7- 2ar = (1 -2c)z， 

从 而 当 1 一 24 > 0, 即 a < 3 时 , f/(z) > 0(z > 
0), 而 f(0) = 0, 于 是 当 z > 0 时 , f(x) > 0. 

由 er > 1+z(z 头 0) 可 得 erz >1- 
ZX (ZZ 关 0). 从 而 当 a > = 时， 

f'(7) <e2 一 1+2alez 一 1) 一 erz(er 一 
1)(es 一 2a)， . 

故 当 z € (0,jn2c) 时 ，P(z) <0, 而 f(0) = 0， 
于 是 当 z e (0, ln 2a) 时 ， f(z) < 0， 

综 上 “的 取 值 范围 为 ( -co, 5|. 

分 析 : 上 述 解 法 中 (IUD 的 关键 是 利用 (I) 获 
得 的 不 等 式 ez 1 士 z, 解法 巧妙 , 但 可 操作 人 性 
不 高 , 解法 难 推广 . 事实 上 , 有 如 下 更 符合 学 生 
逻辑 思维 的 一 般 解 法 . 


简 解 : (I) 同 高 考 标准 解答 , 略 . 

(ID 因为 P(z) = ex 一 1 一 2azx (此 时 式 子 
中 有 az, 不 好 讨论 a, 故 可 考 虚 求 二 阶 导 数 , 并 
注意 到 f'(0) = 0), 故 f"(x) = ez -2a(z > 
0)， 易 知 .fj"(z) 在 区 间 [0, 上 +ee) 上 单调 递增 ， 
故 .P"(z)=er 一 22>1-2a( 由 于 1-2a 值 的 
正 负 影响 P(z) 的 单调 性 , 故 需 讨论 ). 

站 当 1 一 20 > 0, 即 a 芯 5 时 ， 对 x < 
[0,+co), 有 f(z) = er 一 24a>1--2a > 0, 故 
了 (7X) = er? 一 1 一 2az 在 [0, 十 co) 单调 递 增 ， 夏 
f(z) > 了 (0) = 0， f(x) 在 [0,+oo) 上 单调 
递增 , 此 时 恒 有 f(x) > f(0) = 0 成 立 ， 故 
a < 5 符合 题 意 


(i) 当 1 一 24 <0, 即 a > > 时 ， 令 f(z) = 
ez 一 2a<0 得 z < In2a, 故 在 区 间 (0,1n2a) 上 
六 (z) <0, 故 f(x) = er? 一 1 一 2az 在 (0,1n2a) 
上 单调 递减 , 故 f(z) < f'(0) = 0, f(x) 在 (0， 
ln 2a) 上 单调 递减 , 此 时 f(z) < f(0) = 0, 这 与 
题 设 矛 盾 , 故 a > 3 不 符合 题 意 

综 上 , “的 取 值 范围 为 ( - co, 5] 

点 评 : 此 题 通过 对 f(z) 不 断 求 导 直 到 
能 便捷 讨论 4 的 取 值 为 止 , 当然 解 题 过 程 中 
f(0) = 0, 了 ‘(0) = 0 和 f”(zx) 值 的 正 负 很 关键 ，- 
相 比 较 高 考 标准 解答 , 笔者 自 认 为 此 法 更 适合 
学 生 , 更 具有 普遍 性 . 

例 2 (2010 年 全 国 高 考 湖北 卷 理 科 第 21 
题 ) 已 知 函 数 Flz) = az 二 +c (a > 0) 的 图 
像 在 点 (1, f(1)) 处 的 切线 方程 为 y= xx 一 1. 

(了) 用 a 表示 出 b、c: 


(1) 车 f(x) > Inz 在 [1,+eo) 上 恒 成 立 ， 
求 a 的 取 值 范围 ; 
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(IIT) 证 其 : 1+ 了 十 二 十 二 > In(n+ 2az 一 1 < 0 得 x < 2 故 在 区 间 (1 过) 
D + Fi (n > 1). 上 J(z) < 0, 故 h(x) = az2 一 xz- (a-1) 


(IT)、(UD 解法 略 , 高 考 命题 组 提供 (了) 
的 标准 解答 : 
由 (I) 知 ,f(x) = mt tl 
一 工 





令 9g(z) = f(z) 一 一 ar + 一 +1- 
2a 一 inmz(ze [1l， eo 则 g(1) = 0, g {xz) = 
co_1 1 a(z—1) (x-— 一 
i 7x2 
_ yA0<a<3y 








2 则 g (2) < 0， 即 o(z) 是 减 函数 所 以 
g(z) < g(1) = 0 所 以 f(z) < Inz. 故 f(z) > 
inz 在 [1 十 co) 一 个 成 六 

(ii) o> 5 

宛 0, g(xX) 之 2 : = 0, 所 以 f(z) > ns. 故 

Fa > > Inz 在 [1, 十 co) 上 恒 成 立 . 

综 上 , a 的 取 值 范围 为 [>,+eo) 

分 析 : 同 例 1 的 分 析 思 路 , 有 如 下 更 符合 
学 生 逻 辑 思维 的 一 般 解 法 . 

简 解 : 由 (了 ) 知 , f(z) = az 十 二 

“1 


2a, 令 g(z) = f(z) — nz =az+ 一 二 1 一 
20 -inz (z € [1,+00)), 9(1) = 0 olz) = 
a—l 1 azx—z—(a—1) 


2Z2 zx 22 ; 则 9 (二 
0, h(x) = ax*—z— (oa— D(z el 十 co))， 
则 Al)y = 0, R(x) = 2az 一 1 aa > 0， 
h(x) 在 [1, 十 oo) 上 单调 递增 ，.…. ea = 
2ar 一 1 之 2a 一】. 

(i) 当 2a 一 1 宛 0, 即 a > 5 时 ， 对 x € 
[1; 十 0o0), 用 (2) = 2az 一 1 之 20—-1>0, 
故 h(z) = oz 一 zx 一 (a 一 1) 在 [1, 十 co) 单 
调 递增 , 故 h(z) > h(1) = 0， 即 g(z) > 
0，.… g(z) 在 [1,+co) 上 单调 递增 ,此 时 恒 有 
gzZ) > 9(1) = 0 成 立即 (z) > mz， 故 
a > 5 符合 题 意 


(i) 当 2a 一 1 <0， 即 w < 3 时 ， 令 尹 (z) = 





-二 1 一 





在 (1， 元 ) 单调 递减 , 故 A(z) < h(1) = 0, 即 在 
1 1 
区 间 (1, 元 ) 上 g(x) < 0, .9(z) 在 (1 过) 上 
单调 递减 , 此 时 g(x) < g(1) = 0, 即 F(z) < 
In z, 这 与 题 设 矛盾 , 故 < 工 5 不 符合 题 六 
综 上 ， .的 取 值 图 为 [1 ,+00). 


点 评 : 此 类 问题 常常 需要 构造 一 个 新 函数 
来 解决 . 

例 3 (2010 年 全 国 两 考 人 多国 悉 开 理 科 
第 22 题 ) 设 函 数 jz) = 1 一 e-*. 

(IT) 证明: 当 z > 一 1 时 , f(z) 之 





5 
sn 、 尼 。 
(11) 设 当 zx 关 0 时 , jz) < Qazi 求 a 的 
取 值 范围 . 
高 考 命题 组 提供 的 标准 解答 : 


四 当 z > -1, f(x) > 二 当 且 仅 当 
ez 之 1 十 ZX, 令 g(z) = ef 一 5 一 1, 则 g(x) = 
ez 一 1， 当 x > 0 时 ，9(z) 之 0， 则 g(x) 在 
[0, 十 coo) 上 单调 递增 ; 当 z < 0 时 , g'(x) < 0， 
则 g(x) 在 (一 co,0] 上 单调 递减 ， 于 是 g(z) 在 
z 二 0 处 达到 最 小 值 , 即 g(x) > 9g(0) (x € R)， 
即 ex > 1+2z, 所 以 当 z > -1 时 , F(z) > 一 一 二 





2 十 1 
(11) 由 题 设 > >0， 此 时 f(z) > 0. 当 a < 
0 时 ,着 z > -二 则 二 2 < 0 f(z) < 


元 不成立: 当 a > 0 时 ， 令 h(x) = 


oarf (xz) + f(r) — 7, 则 f(x) & = 1 当 且 仪 
当 h(z) & 0. hz) = af (rz)tarf (rt)t+ f(r)— 
1 = af(7x)— ee) 十 QZ 一 f(z). 

(i) 当 0 < < 工时 ， 由 (1) 短 xz 二 py 
1)f(2),h' (2) = a pe 一 QZj om) 十 az 一 Ac) 
(2a — 1)f (x2) < 0,h(z) 在 [0,+o0) 是 并 要 
h(x) & h(0) =0, Bh f(z) < pr 


( 当 a> 3 时， 由 (Da Fa h'(x)= 


cj (7)—arf(z)+ar— f(r) > af(r)—arf(r)+ 
Qaf (zx) — f(x) = (20 — 1—ar)f(r). 当 0<z< 
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2 二 工时 ， Ma) > 0 所 以 Me) > hl0) = 0, 
BD fz) > 3 | 

综 上 , a 4 的 取信 范围 | 5| 

分 析 : 此 是 (I) 的 标准 解答 技巧 性 很 强 ， 
略 显 突 儿 , 学 生 普遍 反映 能 看 履 , 但 想不到 . 能 
从 有 更 好 、 更 自然 的 解答 呢 ? 注意 到 此 类 问题 
基本 一 样 , 同 例 2 有 如 下 简 解 . 














简 解 : (TD 略 . 

(11) 由 题 设 > >0， 此 时 了 (z) > 0 

0 < 0 时 若 z > --， 则 i < < 0， 
jz) < 4T 十 1 个 成立; 

当 > 0 时 ， 令 F(z) = f(z) — i 
1-e 一 元, 则 F(0) = 0. F'(z) = 
二 PPO = 0 


当 a > 0 时 , axz + 1 > 0， 令 jz) = 
1 — e3 人 <E [0,+o0))， 则 有 (0) = 0,7(z) 
易 知 h(x) 在 区 间 [0, 二 co) 上 单调 北 
减 ， 地 a) 一 ww 一 3 <a— >. 
Ma-3 < 5， 对 2 < 
[0, +eo), 有 AN(z) = a 一 3 a— > < 0, 故 
h(x) = az 二 1 一 时 在 [0,+oco) 上 单调 递减 ， 
碟 h(z) < h(0) = 0, 即 0 < arz + 1 < es. 
(ar 二 1) < et, F(z) <& “… F(z) 在 
[0, +ce) 上 单 调 递减 此 时 恒 有 ek 0 = 
0 成 立 , 即 f(z) < a < 


SB 
十 


一 林 e. 


| bs 


0, BROge < 
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3 符合 题 意 . 

(i) 当 a— 3 > 0, Ba> 3 时 ， 令 im(z) = 
Q 一 5 es > 0 得 z < 2im2a 故 在 区 间 (0， 
2in2a) 上 jz) > 0,， 故 hz) = az +1 一 
ez 在 (0,2In2a) 上 单调 递增 , 故 h(x) > h(0) = 
0, 即 az 十 1 > e$, .. (az+1)? > ez, 即 Fr(z) > 


0，… F(z) 在 (0,2Iin2a) 上 单调 递增 , 此 时 有 
F(z) > F(0) = 0 成 立 , 此 时 f(x) > 


这 与 题 设 矛盾 , 故 & > > 不 符合 题 意 . 


综 上 , a 的 取 值 范围 为 [0,3]. 

扩 评 : 此 类 问题 是 有 统一 通 法 来 解决 的 ， 
关键 是 构造 新 的 将 数 或 将 原 函 数 经 过 若 千 次 求 
导 到 足以 判断 单调 性 而 得 到 参数 的 讨论 标准 ， 
对 参数 取 值 的 另 一 面 只 需 找 出 一 个 与 题 设 矛盾 
的 区 间 即 可 , 当然 解 题 过 程 中 的 一 些 细节 处 理 
应 引起 重视 . 从 上 述 解法 可 知 此 类 问题 解答 与 
题 设 第 (D 小 题 无 任何 关系 , 即将 题目 设置 为 
仪 有 第 ( 工 ) 小 题 , 此 类 问题 也 能 轻松 获 解 .当然 
读者 也 可 以 尝试 从 曲线 切线 或 从 其 他 角度 思考 
此 类 问题 是 如 何 命 制 的 , 限于 篇 幅 不 得 北 述 . 
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对 2011 年 高 考 湖南 卷 理科 第 16 题 的 研究 


100071 北京 市 丰台 二 中 上 甘 志 国 


高 考题 (2011 年 全 国 高 考 湖 南郊 理科 
第 16 题 ) 

对 于 n EN*, 将 nn 表 示 为 n= aoXx2*++alx 
DR-l 十 az x F244 .+ a X21 + ar x 20, 
当 i 二 0 时 ,ai = 1; 当 1 所 家 所 大 时 ，a; 为 
0 或 1. 记 7Tn) 为 上 述 表 示 中 必 为 0 的 个 数 ( 例 
如 :1=1x204=1x22+0x21+0x20, 故 
1(1) = 0, 7(4) = 2), 则 (1)7(12) = 


127 
2)>2 = 
n=1 


解 : (1) 因 为 12 = 二 11x23+1x22+0x 
21 -0 x 20, 所 以 1(12) = 2. 

(2) 记 n = aex 人 2 十 al X271+a2 X224-2 十 
.十 ab_1x21++akx20=(aoal…… ,akb), 例 
如 127=(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1). 

对 于 任意 的 mn € {1,2,… ,127}, 设 n = 
(ao,ai…… ,Qk) (其 中 ao = 1, & = 0,1,2,.….， 
6), 因此 这 种 表示 法 中 : 

有 0 个 0 的 数 有 7 = 3 个 (1，2，3,…， 
7 位 数 各 1 个 ), 即 7(n) = 0 的 nn 有 7 个 ; 

有 1 个 0 的 数 有 0 二 1 十 2 十 .…+6= 039 
个 (1 2, 3……，, 7 位 数 分 别 有 0, 1, 2,…, 6 个 )， 
即 I(n) = 1 的 n 有 3 个; 

有 2 个 0 的 数 有 0 十 C2+C3 二 +:… 十 C8 = 
C3 个 (2, 3, 4,… ,7 位 数 分 别 有 0,C3,C3,… ， 
C2 个 ), 即 I(n) = 2 的 nn 有 C3 个 ; 

有 3 个 0 的 数 有 0 十 C3 二 C3+C3+C8 一 
C4 个 (3, 4, 5, 6, ?7 位 数 分 别 有 0,C3,C3, C8， 
C3 个 ), 即 Fn) = 3 的 nw 有 C4 个 ; 

有 4 个 0 的 数 有 0 二 C4+Cl+C6= C3 
个 (4, 5, 6, 7 位 数 分 别 有 0,C4,C8,C6 个 ), 即 
I(n) = 4 的 n 有 C3 个 ; 

有 5 个 0 的 数 有 0 二 C3 十 C8 = Cs 个 (5， 
6, 7 位 数 分 别 有 0,C3,C6 个 ), 即 7T(n) = 5 的 
nn 有 C3 个 ; 


一) 


有 6 个 0 的 数 有 C8 = CI 个, 即 Tn) = 6 
的 n 有 C3 个. 
127 
所 以 5 21m =Clx20+C2x2+C3x 
n=] 
2 + C4x23+O8x2408x25+O7 x26= 
7 _ 
这 是 一 道 以 “二 进 制 " (可 见 普 通商 中 课 
程 标准 实验 教科 书 《 数 学 3: 必 修 .A 版 》( 人 
民 教 育 出 版 社 2007 年 第 3 版 ) 第 40-44 页 ) 为 
背景 的 题目 : 任意 正 整数 n 均 可 表示 成 n = 
a0 X 2 二 a x2-1 十 .… 十 Qk Xx 290( 其 中 上 € 
N, al ,Qk € {0,1},a0 = 1), 也 可 记 作 n= 


50 ORG 00;Q1, ,Qk 都 叫做 ?的 二 进 制 


表示 数码 . 下 面 对 此 题 作 些 研究 . 

变 式 1 当 正 整数 mn” 取 遍 1，2，3……，127 
(注意 127 = 1111111(2)) 时 , n 的 二 进 制 表 示 数 
码 中 含 1 个 1, 2 个 1, 3 个 1,…, 7 个 1 的 正 整 
数 n 分 别 有 和 多少 个 ? 

解 : 由 正 整 数 m 的 二 进 制 表示 可 知 , 对 于 
n E {1,2,3,--- ,127}, 可 把 nn 唯一 表示 成 七 位 
二 进 制 数码 n= be:……biboez), 即 n= be x 25 十 
… 十 bX 21 十 bo x 20. 二 进 制 表示 数码 与 一 进 
制 表示 的 不 同 在 于 前 者 开头 可 以 是 连续 的 大 二 
个 0, 而 后 者 的 首位 数码 是 1. 

所 以 , n 的 二 进 制 家 示 数码 中 1 的 个 数 与 
n 的 二进制 表示 中 1 的 个 数 一 样 ， 由 此 得 : 当 正 
整数 m 取 过 1, 2, 3…. ,127 时 ,nw 的 三 进 制 表 示 
数码 中 含 1 个 1, 2 个 1, 3 个 1,…, 7 个 1 的 正 
整数 nn 分 别 有 ,C2,C3,-… ,C7 个. 

变 式 2 当 正 整数 m 取 遍 1，2，3,………，127 
时 , 2” 的 二 进 制 表示 数码 中 含 0 个 0, 1 个 0, 2 个 
0, …, 6 个 0 的 正 整 数 n 分 别 有 多 少 个 ? 

解 : 在 正 整 数 n 的 二 进 制 表 示 中 首位 数 
碍 一 定 是 1， 后 面 的 数码 是 0 下 1, 所 以 可 让 
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lzy…z2) 与 1(1 一 x)(1 一 y)…(1 一 Zz)0) 一 一 表示 数码 中 含 0 个 1, 1 个 1, 2 个 1 3 个 1,…， 
对 应 , 前 者 数码 中 1 的 个 数 比 后 者 数码 中 0 的 。” 7 个 1 的 正 整 数 n 分 别 有 25 - 1, C8 24, C2 .23, 
个 数 多 1, 所 以 “ 当 正 整数 7 取 遍 1，2，3,…， C8 .22, Cd .2, CS 个 . 

127 时 ， n 的 一 进 制 表示 的 数码 中 合 含 1 个 1, 2 变 式 4 当 正 整数 nn 取 遍 1, 2, 3,:…., 242 


个 1, 3 个 1 ,7 个 1 的 正 整 数 的 个 数 "分 时 , nn 的 三 进 制 表示 数码 中 含 0 个 2， 1 个 2， 
别 就 是 * 当 正 整数 m 取 痪 1 2 3 ，127 时 ， 2 个 2, 3 个 2, 4 个 2, 5 个 2 的 正 整数 m” 分 别 有 
nn 的 二 进 制 表 示 数 码 中 含 0 个 0, 1 个 0, 2 个 多 少 个 ? 


0,.…, 6 个 0 的 正 整数 "的 个 数 ， 即 分 别 有 。 ， 。 解 : 分 别 有 25 _ 1, CH .24,C2 .2 C8.22， 
CO},C2,C3,-… ,0C7 个 C8 .2,C5 个 . 
变 式 3 当 正 整数 n 取 遍 1, 2, 3,…., 242 变 式 5 当 正 整数 ” 取 遍 1, 2, 3,…, (其 


(注意 242 = 22222(3) ) 时 , nw 的 三 进 制 表 示 数 码 _ 4 3 
中 含 0 个 1， 1 个 1,2 个 1,3 个 1,4 个 1,5 个 1 的 中 必 22 22.… 2(3) ) 时 ， 有 的 三 进 制 表示 数码 
正 整数 m> 分 昂 少 个 ? k 个 2 

名 ”由理 芝 数 % 的 三 六 和 居 示 和 对 于 ” 含 0 个 0, 1 个 0, 2 个 0, …, k 一 1 个 0 的 正 整 
n € {1,2,3,.… ,242}, 可 把 n 唯 一 地 表示 成 五 。 数 ?% 分 别 有 多 少 个 ? 


位 三 进 制 数码 一 站 30 2120(3)， 即 m” = bax 解 : 含有 i 个 0 的 正 整 数 nn 有 C8.2+ CF 

24 十 … 十 x21 十 bo x 20. 三 进 制 数码 表示 与 。 22+Cii2':23+… 十 C2_ :2k-i(i = 0,1,.…. ,大 一 

三 进 制 表示 的 不 同 在 于 前 者 开头 可 以 是 连续 的 了 个 . 

才干 个 0, 而 后 者 的 首位 数码 是 1 或 2. 可 用 错位 相 减 法 求 得 : 当 ; = 0,1 2, 3 时 ， 
所 以 , n 的 三 进 制 表示 数码 中 1 的 个 数 与 ”答案 分 别 为 

2 的 三 进 制 表示 中 1 的 个 数 一 样 . 由 此 得 : 当 2*+1—2, (k—2)2*—2, (C2_,+1)2*-1—2, 


正 叉 数 % 取 坑 1,，2,， 3,…，242 时 , n 的 3 进 制 。 (C3_, + 上 一 4)2*-?2 填 2. 


A FAA ds Ld mp 


(上 接 第 11-38 页 ) 形 内 切 圆 的 三 个 切 点 将 三 边 分 为 : a = y 十 z， 
C2 0 Q2 二 十 XY,C 二 工 十 Yy,T、Yy、ZX > 0 原 式 可 化 
1! 1 1 jie, 为 Z2(y +z)+y2(z+ 7) + 22(7x + yy) 之 6Z7Vz. 
a+b at+e b+e 设 z < Yy < z, 则 yz > zz > zy, 构造 矩阵 ; 
本 中 、 Yy zx z 和 Yy 
_1 |] ( 瑟 序 矩阵) (用 二 区 ) 和 (党 二 多) 地 序 拓 
c+a b+e atb 


2 TT 2 Zz ppp 
由 同 序 和 之 乱 序 和 ce p+ 人 一 一 一 十 ), ( ) (反应 短 隆 ) 

















得 一 一 pr yz Xz TY 
02 02 2 反 序 和 最 小 则 有 w?z + zz2z 十 z2y > 
5 了 之 arb 十 b 十 cia’ 即 原 不 等 式 37yz 和 z2y + v2z + yr 之 3Tyz, 两 式 相 加 得 
得 证 . ry+z) + (z+ 2) + 22(7 + Y) 之 6zYyz. 
例 7 (第 六 届 国 际 数 学 竞赛 题 ) 在 注 : 这 里 将 几何 问题 代数 化 的 思想 是 非常 
A4BC 中 , 求证 : a2(8 十 c 一 a) 十 刀 (c 十 & 一 世 十 重要 的 一 种 转换 , 运用 类 似 的 方法 可 以 证 明 : 
(ut+b— ce) < 3abc. (第 二 十 四 届 国 际 数学 竞赛 题 ) 在 A4BC 
让 明 : 由 于 三 角形 三 边 存 在 “两 边 之 和 大 中 , 求证 : a?b(a 一 b)-+b2c(b 一 c)+c2a(c-a) > 0. 
于 第 三 边 "的 要 求 , 我 们 不 能 将 这 三 边 当成 任 排序 不 等 式 原理 简单 却 变化 无 穷 , 是 数学 


意 正 数 对 待 , 为 了 将 几何 问题 代数 化 , 设 三 角 、 美的 又 一 体现 . 
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趣 议 2012 年 江苏 省 高 考 数学 试卷 压轴 题 


226500 


2012 年 全 国 高 考 江苏 卷 压轴 题 ( 以 下 称 
题 1) 是 : 

设 集合 已 = {12 ,nneIN 设 
f(n) 为 同时 满足 下 列 条 件 的 集合 4 的 个 数 : 

DACP,: 

包 若 zx € 4A, 则 2x ¢ 有 4; 

@ 若 x € [pA4, 则 2x ¢ Cp 4. 

(1) 求 f(44); 

(2) 求 f(n) 的 解析 式 (用 nw 表示 ). 

无 容 置疑 , 这 是 一 道 不 落 俗套 、 题 型 新 
颖 、 很 好 体现 创新 、 探 索 精神 、 有 利于 高 校 
选拔 人 才 的 好 题 . 这 道 题 对 所 有 考生 来 说 , 既 
是 “ 浙 面 孔 "， 又 “似曾相识 "， 体 现 了 高 考 面前 
人 人 平等 的 和 谐 理 念 ， 

《扬子 晚报 》2012 年 6 月 11 日 公布 的 “ 标 
准 答 案 ” 是 : 

(1) 当 n = 4 时 , 符合 条 件 的 集合 4 为 : 
{2}, {1,4}, {2,3}, {1,3,4}, 故 F4 =4. 

(2) 任 取 偶数 xz € 己 , 将 z 除 以 2, 车 商 仍 
为 偶数 , 再 除 以 2, :…, 经 过 大 次 以 后 , 商 必 为 
奇数 , 此 时 记 商 为 m, 于 是 x = m2*, 其 中 m 
为 奇数 , k € NN*. 

由 条 件 知 , 车 m e 4, 则 x E 4 和 大 为 
偶数 ; 若 m. 4 4A, 则 ze 4 > 上 为 奇数 . 

于 是 zz 是否 属于 4 由 人 是 否 属于 4 确定 . 
设 @, 是 已 中 所 有 奇数 的 集合 , 因此 fn) 等 
于 Qn 的 子 集 的 个 数 . 当 ? 为 偶数 (或 为 奇数 ) 
时 ,PP 中 奇数 的 个 数 是 (或 了 二 ), 所 以 ， 

22， 7 为 偶数 ; 

f(m) = | 党 7 为 奇数 . 

笔者 认为 这 个 “标准 解答 "似乎 体现 了 数 
学 冷酷 、 无 情 * 的 一 面 , 未 能 体现 数学 “ 美 
硼 、 好 玩 ” 的 一 而 ,本 文 提供 一 种 不 同 于 “ 标 
淮 解 答 ” 的 男 一 解法 . 





江苏 如 紧 市 教师 进修 学 校 徐 道 


首先 我 们 对 古 1 中 符合 条 件 的 子 集 的 性 质 
作 一 简单 探讨 . 

假设 已 有 和 个 子 集 41，42，……，4m 符 
合 条 件 , 这 mm 个 子 集 构 成 集合 S, 即 S = {4)， 
A2,-.… ,Am}. 由 条 件 他 、@ 知 , 若 Ai1e€ 5, 则 
Cp,A1 € S$S, 即 4i 与 其 关于 书 , 的 补 集 均 属 于 
3S,， 因 而 人 m 必 为 偶数 , 则 4i,42…… ,4 中 有 
辟 对 集合 互补 ， 因而 1, 2, …, 2 中 任 一 元 素 
在 9 中 一 个 集合 4; 中 出 现 , 那么 必然 在 5 中 
的 另 一 个 集合 Lp 4 中 不 出 现 , 反之 也 成 立 . 
所 以 ，1，2，.…， nn 中 和 任 一 元 素 仅 在 Al, 42， 
… ,hm 的 半数 集合 中 出 现 . 

设 对 成 ,来 说 符合 条 件 的 所 有 子 集 为 Al， 
A2,:… ，Am， 如 何 导 求 +1 中 符合 条 件 的 所 
有 子 集 呢 ? 这 些 子 集 可 分 为 两 类 : 

第 一 类 不 含 元 素 m 十 1; 

第 二 类 含 元 素 m 十 1; 

不 含 元 素 nn 十 1 的 子 集 只 能 在 Al, A2,:…， 
hm 中 , 因为 其 他 子 集 显然 不 满足 条 件 加 、 人 @; 

含 元 至 nn 十 1 的 子 集 必 存 在 于 A1, 42,…， 
hm 的 每 个 集合 增加 一 个 元 素 m 十 1 而 获得 
的 mm 个子 集 中 . 

综 上 所 述 , 我 们 获得 


结论 1 知 4l,42,.…… ,4m 是 已 .的 所 有 
符合 条 件 的 子 集 , 则 : 

(1) 7 为 偶数 ; 

(2) 子 对 集合 互补 

(3) 1 2 .…, 中 任 一 元 崇 仅 在 其 中 一 半 


的 集合 中 出 现 . 

注 : 第 (2) 点 说 明 数 学 中 的 集合 也 要 “成 双 
作对 ”; 第 (3) 点 表明 元 察 1, 2, …, n 之 间 的 地 
位 绝对 平等 
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结论 2 若 h1,42,… ,Am 是 忆 的 所 有 四 = 22， ?为 偶数 ; 
符合 条 件 的 子 集 , 则 已 ，; 的 所 有 符合 条 件 的 fm) 二 ,只 。， 为 有 数 


子 集 只 能 存在 于 下 列 两 类 集合 中 : 

(1) Ai, A2,.…… mn; 

(2) 41, 42…… , Am 的 每 个 集合 均 添加 元 
烷 nn 十 1 而 得 到 的 mm 个 集合 . 

注 : 此 绪论 给 出 了 寻找 书 , 的 所 有 符合 条 
件 的 子 集 的 一 种 方法 . 

欲求 某 一 个 集合 带 有 限制 条 件 子 集 的 个 
数 , 而 限制 条 件 对 子 集 及 其 补 集 相同 , 上 述 两 
个 结论 均 适用 . 

现在 让 我 们 来 解 题 1 吧 . 

n= 1, 只 = {1}. 此 时 已 有 两 个 子 集 : gg， 
{1}, 都 符合 条 件 , 故 FL) = 2. 

n 二 2, 已 = {1,2}. 根据 结论 2, 已 的 所 
有 符合 条 件 的 子 集 可 能 在 以 下 4 个 子 集 中 : 儿 ， 
fl {2}, 人 ,2}. 而 名 及 {1,2} 不 符合 条 件 , 符 
合 条 件 的 子 集 是 : {1}, {2}. 故 了 (2) = 2. 

n = 3, 已 = 和 ,2,3}, 饭 的 所 有 符合 条 件 
的 子 集 可 能 是 , {1}, {2}, {1,3}, {2,3}. 这 4 个 
子 集 均 符合 条 件 , 所 以 f(3) = 4. 

n= 4，P = {f1,2,3,4}， 已 的 所 有 符合 条 
件 的 可 能 在 以 下 8 个 子 集中 : {1}, {2}, {1,3}，, 
{2,3}, {1,4}, {2, 4}, {1,3, 4}, {2, 3, 4}. 

但 前 4 个 子 集中 有 2 个 不 满足 条 件 @, 它 
们 是 : {1}, {1,3}); 后 4 个 子 集中 有 2 个 不 满足 
条 件 包 , 它们 是 : {2,4}，{2, 3,4}, 这 4 个 子 集 
恰巧 也 是 2 对 互补 集合 , 要 去 掉 . 因而 符合 条 
件 的 子 集 是 : {2}, {2,3}，{1,4}，{1,3,4}.。 故 
f(4) = 4. 

通过 对 n = 3，4 时 符合 条 件 的 子 集 构 
造 , 我 们 发 现 一 个 有 趣 现象 : 当 n 为 偶数 构造 
nn 十 1 时 , 符合 条 件 的 子 集 的 个 数 正 好 是 m 时 的 
子 集 数 的 2 倍 ; 当 n 为 奇数 构造 nn 十 1 时 , 符合 
条 件 的 子 集 数 恰巧 与 浆 时 的 子 集 数 相等 . 故 可 
猎 测 : 


假设 n = 2m 时 , 符合 条 件 的 子 集 数 为 
2m， 这 些 子 集 设 为 A1, 42,-… ,Azm, 那么 当 
n = 2m 十 1, 根据 结论 2， 忆 m+1l 的 所 有 符合 
条 件 的 子 集 只 能 存在 于 下 面 两 类 集合 中 : 

(1) Ai, A2,.:. , A2m:; 

(2) A1, 42,:… ,42m 的 每 个 集合 均 添加 元 
素 2m 十 1 而 得 到 的 2m 个 集合 . 

这 2m+1 个 子 集 均 符合 条 件 , 故 f(2m 十 
1) 一 27n 十 1 

假 必 m = 2m 二 1 时 符合 条 件 的 子 集 数 为 
2m+1， 这 些 子 集 设 为 1 42,…… ,Aom+1， 那么 
当 n = 2m 十 2 时 , 根据 结论 2, 严 +2 的 所 有 符 
合 条 件 的 子 集 只 能 存在 于 下 面 两 类 集合 中 : 

(1) A1, 42，…… , Azm+ti; 

(2) 41, A2,-… ,Azm+1 的 每 个 集合 均 深 加 
元 素 2mm 十 2 而 得 到 的 2m+1 个 集合 . 

第 (1 类 集合 中 有 2 个 集合 既 不 含 元 素 
2m 十 2, 也 不 含 元 素 m 十 1, 不 满足 条 件 @@; 第 
(2) 类 集合 中 有 2™ 个 集合 既 含 元 素 2mm 十 2, 也 
含 元 素 m 十 1, 不 满足 条 件 名 , 故 共 有 2m+1 个 
集合 不 符合 条 件 , 要 去 掉 , 故 f(2m -+ 2) = 
omtl 

至 此 , 已 证 ne N* 时 均 有 

7 四 = {2 nn 为 偶数 ; 

2 ，n 为 奇数 . 

接着 我 们 讨论 题 1 的 一 般 情形 . 

题 2 设 集 合 书 , = {1,2,… ,n},neN:*. 
设 f(n) 为 同时 满足 下 列 条 件 集合 4 的 个 数 : 

A CH 

所 若 zx € 4, 则 pz ¢ A, p> 2,p€N: 

回 若 x Ee Lp,4, 则 px 4 Cp,4. 求 f(n). 

仿 题 1 可 得 : 

若 n = pm 二 7r, me N,r=0,1,2,..., 
7—1, 则 f(n) = 20-Dmtr. 

显然 , 题 2 是 题 1 的 推广 . 
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《数学 教育 学 报 》 是 中 国联 合 国教 科 文 
组 织 指 导 莉 物 ， 上 样 地 院 二 在 主编 , 企 国 80 多 
宜 纪 婴 单位 集资 办 四 ,天津 师 大 、 员 国教 育 学 
会 为 主办 单位 , 北京 师 大 、 华 东 师 大 、 东 北 辆 
大 、 轨 州 晴 大 、 员 京师 大 、 西 南大 学 、 扬 州 
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此 师 大 、 广 州 大 学 、 江 苏 师 大 等 13 所 商 校 为 
涟 办 单位 ,是 目前 国内 数学 教育 领域 玩 商 岂 次 
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核心 学 术 期 刊 (A. 被 路 | 科技 论文 统计 源 
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六 摘 、 吊 国 数 学 文献 数据 床 、 类 上 国 《 数 学 评 
论 》(MR)、 德 I 国 《数学 文摘 》(ZBl)、'|!I 轩 人 
区 大 学 报 四 复 纯 资料 收 蒜 . 

《学 报 》 过 号 ; 服务 于 中 小 学 数学 教育 改 
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贡 近 数学 教育 改革 实践 的 专栏， 

《学 报 》 倾 力 将 用 得 上 的 先进 理论 , 可 供 

鉴 的 国内 外 数学 教育 改革 经 给, 带 有 局 过 性 的 
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3) 的 证 明 方 法 与 2 的 证 明和 完全 类 四. 
押 以 mr < 0 为 偶数 上 时，P(z) 在 区 
上 (一 20,; 一 上) 单调 北 减 ,在 区 问 ( 一 1,0) 弟 调 北 
增 , 值 域 为 [1. 十 20). 

汪 蛙 | 成 汪 . 

四 、 体 会 与 认识 

遂 过 对 隐 数 (x) = 2 十 避 十 …… 十 全 十 
1 十 - 十 .…… 十 i + 的 图 像 号 性 大 的 他 
完 , 我 们 发 现 , 从 二 图 形 计 算 络 ,可 以 让 我 们 在 
对 村 名 的 也 数 研究 时 效 往 基体 、 刘 驱 八 人 入 


图 像 ， 存 利 于 我 们 从 特殊 刁 形 出 发 归纳 、 猪 
测 泥 数 的 一 般 性 质 ， 通过 闫 格 的 证 明 . 获得 上 六 
数 (2) 的 音调 性 :和 值 城 , 体会 了 数学 探究 刁 
学 习 的 乐趣 ,其 过 程 由 双 满 挑战 , 也 驳 满 旋 起 
己 期 得, 利用 图 形 计 算 吕 ,开展 * 浴 试 I 纳 
猪 钥 ”论证 "的 研究 , 可 以 帮助 我 们 提 茄 数学 
修 罕 贡 尝 习 的 效能 , 避 优 在 研究 过 程 中 迷人 拓 六 
癌 . 

发 现 问 题 凡 解决 问题 .是 数学 探索 与 学 习 
的 基本 途径 , 让 我 们 其 辐 努 力 . 拒 数 学 学习 安 
不 探索 与 饶 究 的 乐 四 . 


陈 建 功 先生 提 到 的 一 件数 学 教育 史实 


张 疯 宙 ” 赵 小 平 


20 此 纪 初 的 培 利 运动 , 间 然 使 得 数学 教育 
挣脱 了 《几何 原本 》 测 度 形式 化 的 来 红 , 全 是 
岂 产 生子 在 定 数学 教育 思维 价值 的 倾 癌 . 在 美 
上 有 许多 教育 办 大 二 区 对 在 中 学 学 习 电 常生 
酒 击 昌 以 外 的 数学 . 我 国 浊 名 数学 家 陈 建 功 先 
年 在 ”二 福 纪 的 数学 教育 "( 《出 国 数学 杂 
心 》1952 年 2 尹 ) 的 知名 论 文中 对 20 己 纪 初 
和 的 玉 国 数学 教育 兽 有 如 下 的 评论 : 

哥 仓 比 亚 大 学 教育 学 教授 司 内 上 雹 竞 这 样 
说 :“ 消 费 者 的 数学 算术 的 一 部 分 -自然 人 人 
所 必需 不 可 以 省 略 , 但 是 中 学 校 的 代数 和 几何 ， 
未 必 人 人 所 必需 , 不 必 作 为 正 科 ,应 政 为 随意 科 
(选修 课 ). 至 于 数学 的 陶冶 价值 , 几乎 无 穷 小 ”. 

荔 外 一 位 哥 仑 比 亚 大 学 教授 D.PE. 司 密 司 
反对 这 种 观点 , 他 说 : “教育 家 中 , 要 驱逐 代数 
学 于 中 学 校外 的 .大 有 其 人 , 但 是 这 些 破坏 主 
义 的 炉 动 家 根本 是 反动 的 , 现在 已 经 没有 力 草 


我 们 于 此 可 以 断言 : 美国 数学 教育 的 特 
色 ,， 是 在 培养 4 小市民 性 *， 美国 的 数学 教科 书 ， 
是 窗 于 小 市 民 的 实用 性 和 学 习 心 理 的 色彩 .所 
以 美国 没有 一 本 数学 教科 书 是 数学 专门 的 人 写 
的 , 著者 大 多 是 教育 工作 者 或 是 心理 学 者 . 

仔细 水, 这 些 只 汰 可 “消费 省 数学 " 于 张 
与 杜威 的 实用 定义 教育 观念 好 上 册 问 二: 按照 杜 
威 “ 教 育 即 生 证 "的 理念 , 几 不 能 和 社会 生活 机 
联系 的 数学 内 容 , 狂 可 以 不 学 . 所 阐 的 是 .“ 消 
改作 数学 "的 数学 教育 观 , 没有 大 多 地 影响 我 
图 ，1911 - 1949 年 间 的 路 国 数学 教育 , 由 数学 
家 山 映 的 数学 教育 家 , 如 健 种 孙 等 发 挥 着 下 导 
作用 . 1949 年 以 上 后, 华 风 让、 苏 步 育 、 关 区 下 
等 痊 名 数学 家 者 直接 人 参与 中 小 学 数学 教育 的 改 
计生 建设. 伞 于 今天 , 我 们 当然 希望 不 毕生 中 
厂 国 沁 生 5 消沉 省 数学 ?的 被 斩 . 


YA 
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全 条, 能 耕作 机 对 应 的 三 正 边 形 ， 正六 边 形 . 
由 天 过 有 形 ? 或 攻 能 奉 作 知 形 ,长 和 宽 成 给 定 的 
比例 ?同样 对 则 心 阅 也 可 以 增加 个 数 , 能 人 在 作 
对 应 的 下 天 过 有 形 ? 诸如 此 类 的 问题 还 有 很 多 ， 


平 血 包 何 审 作风 的 更 多 宕 藏 让 等 从 我 们 去 控 
据 . 
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